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Kapitel 1

Lineare Gleichungssysteme

1.1 Das Eliminationsverfahren

Sei K der Kérper der komplexen oder der Kérper der reellen Zahlen. A sei
eine (n,n)-Matrix iiber K und b ein Vektor der Lange n. Wir betrachten das
lineare Gleichungssystem

Az =10 (1.1)

fiir den n-Vektor x. Aus den Anfangsvorlesungen ist bekannt, daf (1.1) genau
dann fiir alle b eindeutig losbar ist, wenn det (A) # 0. Es gibt auch eine
explizite Formel fiir die Lésung «, ndmlich die Cramer’sche Regel: Sei A; die
Matrix, die aus A durch Ersetzen der j-ten Spalte mit b entsteht. Dann gilt
fiir die j-te Komponente z; von z

det(A]‘)
T; =
! det(A)

i=1,....n. (1.2)

Dies ist eine fiir den Mathematiker vollkommen befriedigende Losung des
Problems. Sie ist vollkommen einfach und explizit, und gilt immer dann,
wenn das Problem sinnvoll ist, d.h. wenn det (A) # 0.

Fiir die Numerik ist (1.2) aber vollkommen nutzlos. Der Rechenaufwand
zur Auswertung von (1.2) ist ndmlich viel zu hoch. Die Berechnung von
det (A) nach der Definition der Determinante als Summe von n! Produkten
mit je n Faktoren (wir werden spéter schnellere Methoden kennenlernen)
erfordert n!(n — 1) Multiplikationen und n! — 1 Additionen/Subtraktionen.



Das gleiche gilt fiir det (A;). Also bendtigen wir zur Auswertung von (1.2)
(n+ 1)(nl(n—1) Mult. + (n!—1) Add./Sub.) +n Divisionen (1.3)

In Komplexitatsbetrachtungen dieser Art interessieren uns nur die Terme
hochster Ordnung in n. Die anderen fassen wir durch das O-Symbol (O fiir
Ordnung) zusammen. Wir schreiben O(g) fiir jeden Ausdruck, der sich in der
Form

0(9)] < Clgl, g—o0

abschatzen 1afit mit einer von ¢ unabhéngigen Konstanten C. Fir (1.3)
kénnen wir dann schreiben

(n+2)! Mult. + O((n+1)!) weitere Operationen . (1.4)

Man interessiert sich dann nur fiir den ersten Term (n + 2)!, nimmt also an,
n sei so groB, daf dieser Term iiberwiegt. Fiir n = 20 ist (n+2)! = 1.1 10*!,
eine fiir die praktische Rechnung ganz absurde Zahl.

An dieser Stelle wollen wir gleich unsere Notation fiir Dezimalzahlen oder
Gleitkommazahlen (floating point) erlautern. Mit 1.1 z.B. meinen wir eine
reelle Zahl, welche nach Rundung auf 1 Stelle hinter dem Dezimalpunkt 1.1
ergibt. Die Schreibweise x = 1.1 meint also, dafl 1.05 < z < 1.15. Wir wollen
diese Vereinbarung aber nicht allzu pedantisch verstehen, den Begriff der
Rundung also nicht ganz prazisieren.

Wir werden nun das Eliminationsverfahren zur Losung von (1.1) besprechen.
Dieses wurde zwar in der Schule und in den Anfangervorlesungen schon be-
handelt. Es gibt aber spezielle numerische Aspekte, die uns zwingen, noch
einmal ganz von vorne anzufangen. Wir schreiben dazu (1.1) ausfiihrlich in
der Form

a1t +a1222 4o+ apar, =by
az 1+ azzxe 4o+ azar, = by,

(1.5)
121 + Gty +- o+ Qpn2, = b, .

Sei det (A) # 0. Dann ist mindestens ein a;; # 0.

Eventuell nach einer Zeilenvertauschung kénnen wir a; ; # 0 annehmen. Wir
eliminieren nun aus den Gleichungen 2 bis n die Variable xy, indem wir zu
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den Zeilen von 2 bis n das ;1 = a;1/a11-fache der ersten Zeilen subtrahieren,
i =2,...,n. Es entsteht dann das zu (1.5) aquivalente System

a1121 + 12Ty +- F dipTy =0
(ago —la1a12)ry 4+ (a2, — lagarn)r, = by — ly1by
. (1.6)
(an2—lhpar)rs +---4 (agzy —la1a1,)x, = b, — l21b;
Es enthélt in den Zeilen 2,...,n nur noch die Variablen z,...,z,. Diese

Zeilen bilden also ein lineares System von n — 1 Gleichungen in n — 1 Unbe-
kannten. Wir schreiben es als
ey 4ot e, — b

(1.7)

(
ay aipy—liraiy , 1,k=2,....n
(2 _ L
bi = bi_gi,lbl 5 1—2,.. , 5
£i71 = CLZ'71/CL171 , 1= 2, ey

Ist (1.7) gelost, so bekommt man eine Losung von (1.6) (und damit von (1.5)
oder (1.1)) durch

€T1 = (b1 —A12¥y — 0 — Cl1,n51?n)/6111 .

Das lineare System (1.7) wird nun genauso behandelt wie (1.5). Man elimi-
niert x2 aus den Gleichungen 3,...,n - eventuell nach Zeilenvertauschung -
und bekommt dann ein lineares System von n — 2 Gleichungen fiir die n — 2
Unbekannten x3,...,n,. So geht man rekursiv vor, bis man bei einem System
mit nur einer Unbekannten ankommt, das man direkt 16st.



Wir wollen fiir das Eliminationsverfahren ein rekursives Programm schreiben:

elim (A,b,x,j,n)

/* Lost kz,aivkxk = bZ R i:j,...,n */
=J

{

}

Zeilenvertauschung () ;
for 1=754+1,....n

{ t=aij/a;; ;
for k‘:]—|—17,n ai,k:ai,k_g*ajvk;

}
if  (j<n)elim(Abx,j+1,n);
rj = bj;
for k=j4+1,...,n x;=x; —a;*xg

T = x;/a;;;

Die Losung des Systems (1.1) geschieht nun einfach durch den Aufruf

elim(A,b,z,1,n);

Die in diesem Programm noch nicht spezifizierte Prozedur Zeilenvertau-
schung sucht unter den Elementen «;;, © > j ein von Null verschiedenes,
etwa a;, ;, und vertauscht dann die Zeilen 7 und 7. Das Element a;, ; heifit
dann das Pivot, Zeile i die Pivotzeile, und Spalte j die Pivotspalte. Also:

Zeilenvertauschung ();

{

}

Suche 1g;
fork=yg,...,n swap (@i k, a;k);
swap (biovb]);

In der Regel wird man mehrere ¢y zur Auswahl haben. Rein mathematisch
gesehen ist es gleichgiiltig, welches wir nehmen. Fiir die Numerik ist es aber
entscheidend, dafl man aus den moglichen Indizes ¢ denjenigen auswéahlt, fiir
den |a; ;| maximal ist. Man bestimmt also ig so, daB} |a;, ;| > |ai |, ¢ =

7.

.,n. Dieses 17 ist im allgemeinen immer noch nicht eindeutig bestimmt,



aber das spielt nun auch numerisch keine Rolle mehr. Wir sprechen von
maximaler Spaltenpivotsuche.

Um zu verstehen, warum es gut ist, das Pivotelement moglichst groff zu
wahlen, miissen wir uns Gedanken iiber die Entstehung und Fortspflanzung
von Rundungsfehlern machen.

Sei x eine reelle Zahl und & eine N&herung fiir . Dann nennen wir |z — |
den absoluten und |(z — &)/x| den relativen Fehler von &, letzteres natiirlich
nur, wenn  # 0. Ist & ein gerundeter Wert von z, so sprechen wir von den
absoluten bzw. relativen Rundungsfehlern.

Aus einem kleinen Fehler am Anfang kann ein grofler Fehler am Ende werden
(so schon Aristoteles im 5. Buch der Methaphysik). Betrachten wir einmal
folgende 4-stellige Rechnung

1.2547 — 1.2534 = 0.0013 .

Die beiden Operanden haben gemafl unserer Schreibweise je einen absoluten
Fehler < 5-107°. Daraus wird im Resultat ein absoluter Fehler von maximal
107, Fiir die relativen Fehler bedeutet das ein gewaltiges Anwachsen. Aus
4-107° in den Operanden wird 8 - 1072 im Resultat. Wir sehen, daf} bei der
Subtraktion nahezu gleichgrofler Zahlen der relative Fehler stark ansteigt.
Wir sprechen von Ausléschung. Alle anderen Operationen, also Addition (von
Zahlen gleichen Vorzeichens), Multiplikation und Division, fithren zu keiner
Verstéarkung des relativen Fehlers. Ausléschung ist das Problem Nr. 1 der
Numerik.

Gliicklicherweise verursachen die meisten Ausléschungen keine Probleme. Bei
der Analyse und dem Entwurf numerischer Algorithmen miissen Ausléschun-
gen erkannt und - durch geeignete Gestaltung des Algorithmus - unschadlich
gemacht werden. Dies wollen wir an Hand des Eliminationsverfahrens einmal
vorfithren.

Die einzige Rechenoperation, die beim Eliminationsverfahren ausgefiithrt wird,
ist

; k — &J‘CLJ‘JC 5 &'7]‘ = Cli’]‘/ajd‘ .
Wir wollen annehmen, daf} alle Elemente von A die gleiche Gréflenordnung
haben, etwa 1. Ausléschung bedeutet dann, dafl ein sehr kleines a; ;, auftritt.
Dieses hat dann notwendigerweise grofien relativen Fehler. Wir unterscheiden

drei Falle:



1. Das kleine Element a; ; steht nicht in Spalte 5. Dann kann a; 5, —{; ja; %
trotz des grofien relativen Fehlers von «; ; genau berechnet werden, da
a; ; im Vergleich zu /; ;ja; j sehr klein ist. Die Ausléschung ist harmlos.

2. Das Element a;; in der j-ten Spalte unterhalb des Elementes a; ; fallt
klein aus. Dann ist /; ; klein und hat groBen relativen Fehler. a;; —
l; ;a;; kann aber trotzdem genau berechnet werden, weil /; ;a;; klein
gegeniiber a; ; ist. Wieder ist die Ausléschung harmlos.

3. a;; fallt klein aus. Jetzt wird /; ; groB und falsch. a;; — ¢; ja; 5 kann
nicht mehr genau berechnet werden. Die Ausléschung ist nicht harmlos.

Der Ausléschungseffekt ist also um so gréBer, je kleiner das Pivot «;; ist. Im
Prinzip kénnte man jedes Element unterhalb und rechts von «;; als Pivot
nehmen. Dies wiirde Zeilen- und Spaltenvertauschungen erfordern. Die Praxis
und auch die mathematische Theorie zeigen aber, daf} es geniigt, das betrags-
grofite Element unterhalb von «; ; zu wéhlen. So kommt man zur maximalen
Spaltenpivotsuche.

Spaltenpivotsuche ();

{0 piv=lagl; w0 =y;
fore=75+41,...,n
if (lai;| > piv)  A{piv = lail; io=1:}
if (piv <) {print (“Matrix singular”); exit (1);}
fork=yg,...,n swap (ajk, @i k);
swap (b;, biy );

Unser Programm fiir das Eliminationsverfahren enthalt einen rekursiven Pro-
zeduraufruf. Das ist zwar elegant, aber ineffizient. Auflésen der Rekursion
fiihrt zum endgiiltigen Programm.



elim (A,b,x,n) [* Lost Az =10 x/
for y=1,...,n
{  Spaltenpivotsuche () ;
for 1=75+1,....n

{ (=aj/aj; ;
for k=74+1,....n ap=aix—L*xaj ;
bi:bi—g*b]‘;

¥
¥

for j=mn,...,1

{ zi=20;

for k=jg4+1,....n x;=1a;—a;;* g
T =i/

}

Wir wollen die Anzahl der Rechenoperationen beim Eliminationsverfahren
bestimmen. Da eine Multiplikation meist zusammen mit einer Add./Sub.
auftritt, vereinbart man

1 flop (floating point operation) = 1 Mult./Div. + 1 Add./Sub.

Sei K; die Anzahl der flops fiir den j-ten Eliminationsschritt. Es ist

Kj=(n—j)*+0n-j),

also ) )
n— n— 1
> K=Y ((n—4)"+0(n—j)) = gn® + O(n?).
J=1 J=1

Man vergleiche dies mit der Anzahl der Operationen (1.4) fiir die Cramer’sche

Regel.
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1.2 Die LR-Zerlegung

Wir wollen nun den Eliminationsprozess in einer anderen Form darstellen.
Wir nennen die (n,n)-Matrix L = (/;;) linke Dreiecksmatrix, wenn /; , = 0
ist fiir & > ¢. Ebenso nennen wir die (n,n)-Matrix R = (r; ) rechte Drei-
ecksmatrix, wenn r;; = 0 ist fiir ¢ > k. Die invertierbaren linken (und auch
rechten) Dreiecksmatrizen bilden eine Gruppe beziiglich der Multiplikation.

Unter der LR-Zerlegung einer (n,n)-Matrix A versteht man die Berechnung
von Dreiecksmatrizen L, R mit A = LR. Ist die L R-Zerlegung hergestellt,
kann Az = b durch

Ly=0b , Rx=y

ersetzt werden. Diese Systeme mit Dreiecksmatrizen kénnen durch sogenann-
tes Vorwirts- bzw. Riickwértseinsetzen gelost werden:

hnh = bl/gl,l ) T, — yn/rn,n )
Yy2 = (bz - 52,1y1)/€2,2 ’ Tp—1 = (yn_1 - Tn—1,n51?n)/7“n,n ’
Yo = (bn - gn,lyl — = 5n,n—1yn—1)£n,n, €1 = (y1 — ¥y — 0 — 7“1,n51?n)/7“1,1 .

Jeder dieser Prozesse erfordert %nz—l— O (n) flops.

Zur Herstellung der L R-Zerlegung verwenden wir die Elementarmatrizen.

1

L= 1

—li1;
0, 1

Sie weichen nur in der j-ten Spalte unterhalb des Diagonalelementes von
der Einheitsmatrix ab und enthalten dort die Elemente —¢;4; ;,..., =4, ;.
Elementarmatrizen gentigen einigen einfachen Rechenregeln.
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1) Anwendung auf einen Vektor:

a1 a1
L aj _ | %
J @ - Ainy — Lot cas
J+1 J+1 J+1.5%;
oy an — L, a;

2) Anwendung auf eine (n,m)-Matrix A : L;A entsteht aus A durch
Subtraktion des ¢; ;-fachen der j-ten Zeile von der ¢-ten Zeile, 1 =
J+1,...,n. Dies ist genau die Operation, die wir beim j-ten Elimina-
tionsschritt durchgefiithrt haben.

3) Aus 1) folgt sofort: L; ist invertierbar, und Lj_l entsteht aus L; durch
Streichen der Vorzeichen der /; ;.

4) Das Produkt L;Ly, j <k, berechnet sich durch “Uberlagern” von L;,

Lki
1
1
Lily = v
: 1
—lit1.k
—ly i — Ll i 1

Neben den Elementarmatrizen ben6tigen wir noch Permutationsmatrizen. Sei
{i1,...,1,} eine Permutation von {1,...,n} und sei ¢; der i-te Einheitsvektor
in K. Dann ist

*
62'1
P = :
*
er
die zur Permutation {iy,...,7,} gehérende Permutationsmatrix. Auch Per-

mutationsmatrizen geniigen einfachen Rechenregeln.
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1) Anwendung auf einen Vektor:

a1 ;
rPl : |=

Gn, ;

2) Anwendung auf eine (n,m)-Matrix A : PA entsteht aus A durch Per-
mutation der Zeilen entsprechend der Permutation {iq,...,,}.

3) AP* entsteht aus A durch Permutation der Spalten geméafi der Permu-
tation {iy,...,0,}.

4) P ist invertierbar, und P~! = P*. Insbesondere ist PP* = P*P = I,

also P unitar.

Zum Schlufl wollen wir noch das Zusammenspiel von Elementar- und Per-
mutationsmatrizen betrachten. Sei P eine Permutationsmatrix, welche nur
Zeilen > j vertauscht, d.h. 4, = 1,...,4; = 5. Dann gilt PL;P* = L, wobei
L', die gleiche Form wie L; hat, aber mit (geméf der Permutation) vertausch-
ten Elementen () . = (;, ;, k> j. Dies sieht man sofort, wenn man

0

Ly=1+ 0

—lit1,
—ly i 0
schreibt und die Wirkung von Links- bzw. Rechtsmultiplikationen mit P und
P~ studiert. Es folgt die Vertauschungsrelation PL; = L P.

Wir kénnen nun das Eliminationsverfahren durch rekursive Linksmultipli-
kation der Matrix (A,b) mit Permutations- und Elementarmatrizen darstel-
len. Sei P; die Permutations- und Elementarmatrix, welche die Zeilenvertau-
schung (z.B. durch maximale Spaltenpivotsuche) vor dem j-ten Eliminations-
schritt ausfithrt. P; vertauscht also nur die Zeilen 7,...,n untereinander. Sei
L; die Elementarmatrix mit ¢; ; = a; ;/a; j, wobei a; ; nun das (1, j)-Element
vor Beginn der Elimination im j-ten Eliminationsschritt, also unmittelbar
nach Anwendung von P; ist. Das Eliminationsverfahren lautet dann

Ly aPoq--- LQPQLIPI(A76) = (Rvy) .
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Dabei ist R die rechte Dreiecksmatrix, die im Laufe des Eliminationsprozesses
entsteht, und y die zugehorige rechte Seite. Das Produkt auf der linken Seite
kann man durch die Vertauschungsregel PpL; = L. Py, k > j, vereinfachen.
Fir n =4 ist z.B.

L3P3L2P2L1P1 — L3P3L2L/1P2P1
LsL,PsL) Py Py
LsL,L" Py P, P,
L'p |

L= (LYY ™'LY . P=PPP .

Nach unseren Rechenregeln ist L eine linke Dreiecksmatrix, die durch “Uber-
lagern” der Elemente /; ;, ¢ > 7, entsteht. P ist diejenige Permutationsma-
trix, die alle wihrend der Elimination aufgetretenen Zeilenvertauschungen
ausfithrt.

Satz 1.2.1 Zu jeder (n,n)-Matriz A gibt es eine Permutationsmatriz P, so
dafy PA eine LR-Zerlegung mit (;; =1, 1 =1,...,n hat.

Bemerkungen:

1) Fir die Giiltigkeit von Satz 1 ist es unerheblich, ob A invertierbar
ist oder nicht. Ist A nicht invertierbar, so kann man einmal kein von Null
verschiedenes Pivotelement mehr finden. In diesem Fall kann man den Eli-
minationsschritt unterlassen, also L; = P; = I setzen.

2)  Wie das Beispiel A = ( (1) (1) ) zeigt, ist der Satz ohne die Permutation
P falsch.
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1.3 Fehlerabschiatzung bei linearen Gleichungs-
systemen

Im letzten Paragraphen haben wir eine Methode zur Bestimmung der Lésung
eines linearen Gleichungssystems kennengelernt. Wir werden nun die Abhéngig-
keit dieser Losung von Stérungen untersuchen. Hierzu zunéchst ein

Beispiel:

Lose Az = b mit
1 1 1
A:(10.99) b:(l)

Wir erhalten die Losung @ = ( (1)

hafteten Niherungen A, b bekannt. Es gelte
~ [ 1.01 1.01 s (1 . 200/101
A‘( 1 0.99) b_(l):‘x_(—mmm)‘

Obwohl wir also einen Fehler von nur 1% in den Daten haben, bekommen
wir einen Fehler von iiber 100% in der Losung.

). Statt A, b seien nun nur die fehlerbe-

Wir werden versuchen, dies Phdnomen zu erkléren. Hierzu wiederholen wir
einige Grundbegriffe der linearen Algebra.

Definition 1.3.1 Eine Abbildung || - || : V — R2° eines C-Vektorraums
V' in die nichtnegativen reellen Zahlen heifit Norm, falls fir alle x, y € V,
a e C gilt

) lz|l=0&2=0
2) lax|| = |afl[=|

3) e+ y| < |zl + |yl (Dreiecksungleichung).
Beispiele:
Sei V = C". Wir benutzen

15



a) Euklidische Norm: ||z]|s = (é:l |:1;k|2)

b) co-Norm: |2]|o := max |z
¢) T-Norm: |||z == ||T 2]
Wir zeigen fiir || - ||z die Dreiecksungleichung;:

I +yllr = T2+ Tyllo <N Tlloo + 1Tyl = l[zllr + [lyllz

Definition 1.3.2 || - |[1, || - |2 heifen dquivalent, falls es positive Kon-
stanten ¢y, ¢y gibt mit

al <l -l < el -l
Satz 1.3.1 In endlich-dimensionalen Vektorrdumen sind alle Normen dqui-
valent.

Beweis: In jedem der angegebenen Lehrbiicher.

Korollar 1.3.1 Sei (z,) Folge im Vektorraum V und V' endlich-dimensional.

Seten || - ||1 und || - ||l2 Normen in V. Dann gilt:
&, konvergiert gegen x  beziiglich Norm || - |1
&, konvergiert gegen x beziiglich Norm || - ||z

Beweis: ||z, — 2|2 < |, — x||; "= 0

lzn = lly < Hlan — ]l "=7 0

Wir wollen nun spezielle Normen im Vektorraum der Matrizen definieren.

Definition 1.3.3 Sei || - || eine Norm des C". Dann heif§t
A

R R

e |

die zugeordnete Matrizennorm.

16



Bemerkung: Es gilt

Ax x
) = sup 122 A f o e
zed™ HQ?H ze@” HQ?H ||1’||:1,x€@n
Korollar 1.3.2 || - || hat folgende Eigenschaften:
1) || - || ist eine Vektorraumnorm im Vektorraum der Matrizen.

2) Sei A Eigenvektor von A. Dann gilt || Al > |A|.
Beweis: Sei x Figenvektor von A zum Figenwert A, ||z|| = 1.
Dann ist |[A]| = | Az]| = |Az][ = [Al|l=]| = |A].

3) [[AB|| < || Al B]|-
Beweis: Sei B # 0.

LB = sp 1487 |ABe| |[Ba|

< |lAll - | Bll.
S TR e Bse B2l Jap < AIB

Beispiele:

a) Unendlichnorm: Sei ||z||.. = 1, A # 0.

n

Azl = max 1> airw

k=1

n
< max Z lair ||z ]
k=1

n n
< maXZ laik|, also ||Ax|le < maXZ lair] -
! k=1 ! k=1

n
Das max; Y. |a;x| werde fiir ¢ = j angenommen. Definiere
k=1

- ._{a_ik/|aik| , aix # 0
T =

0 sonst .

17



Dann gilt ||Z|| = 1, und
[AZ||oe = max | Y aiar| > | Y ajpae] =Y laj] = max )y |ai| .
! k=1 k=1 k=1 k=1
Also gilt [|A|| = max; Zn: |ai].
k=1
b) Euklidische Norm: Es gilt ||All2 = p(A*A)"/2, wobei p(z) der Betrag

des betragsméaBig groBten Eigenwerts von X ist.
Beweis: Ubungsaufgabe 6.

¢) T-Norm:
| T Az|| 1T A1yl
Mz |Allr = sup ————— = —_—
O i A T
TAT Yyl
sup WAL Wlloe )
ver®  |ly]lee

Wir haben gezeigt, dafl p(A) < A fiir jede Matrix A und daB fiir hermitesche
Matrizen ||All; = (p(A*A))? = p(A%)'/2 = p(A). Man kann daher fragen:
Gibt es fiir jede Matrix A eine (von A abhéangige) Vektornorm || - || 4, so daB
|Alla = p(A)? Die Antwort ist nein, aber es gilt der

Satz 1.3.2 Zu jedem A € C"" und jedem ¢ > 0 existiert eine Vektornorm
| - lae auf dem C", so daf fir die zugeordnete Matriznorm

JAlLae < p(A) + 2.

qgilt.

Beweils: Sei
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Bei der Bildung von BD fiir eine Matrix B wird Spalte & von B mit " !
multipliziert. Bei der Bildung von D™!'B wird Zeile k von B mit e~ mul-
tipliziert.

Sei nun J = P7'AP die Jordan—Normalform von A. J hat die Form

)\1 H1 (@)
. Hn—1
@) A

wobei die A, Eigenwerte von A sind und g, € {1,0}. Dann hat C' := D~'JD

die Form

)\1 el O
Efn-1
@) A

Definiere ||z|| 4 := ||z||r mit T := (PD)~!. Dann gilt:
[Allz = [[DT'PTPAPD||oe = [|Clloe < p(A) +¢.

Wir haben damit alle benétigten Hilfsmittel zur Verfiigung gestellt. Zur Un-
tersuchung der Fehlerabhéngigkeit benutzen wir

Definition 1.3.4 Sei A € C"" invertierbar. Dann heift E(A) = ||All|| A~
die Kondition von A beziiglich || - ||.

Satz 1.3.3  Sei A € € invertierbar, und AA € C™™ eine Matriz mit
|ATH|AA] < 1. Dann gilt:

a) (A+ AA) ist invertierbar,

— AL
I(A+ AN < e

b) Sei b € C"\{0},Ab € C". Seien x, Ax die Losungen von Ax = b und
(A4+ AA)(x+ Az) = (b+ Ab). Dann gilt

19



Azl k(A) [AA] ||AD|
< { + 1.
lel = 1= &) BAT AT

Beweis:

zua) A+ AA=A(l+ A'AA). Es gilt fiir y # 0:

107+ AT Ay = Iyl = 1A AAy|| > [lylI(1 = AT AA]) > 0.

Die zur Matrix (I + A~'AA) gehorende lineare Abbildung ist also in-
jektiv und damit ein Vektorraumisomorphismus als Abbildung von C"
nach C". Deshalb sind (I + A7'AA) und A+ AA = A(l + A7TAA)

invertierbar.

Setze nun y := (I + A7'AA)~'z. Durch Einsetzen erhalten wir
2] > [(1+ AT AA) e f|(1 = [JATIIAA]) -

Fiir jedes x # 0 gilt damit

1
I+ 478y el < e
oder |
-1 -1
I AT A < T eraa)
Damit gilt:
[(A+ A = (7 + A aa) 4 < A7
T AT A

zu b) Wir betrachten zunéchst das Gleichungssystem

(A+ AA)(z+ Az) = b+ Ab
Az = b

Durch Subtraktion erhalten wir

(A+ AA)Az=b—AA-x

20



und damit

Az =(A+AA)(b—AA- ).
Mit den Norm—Rechenregeln gilt:
[Az]]

]

1 _

A7) (HAbH
- L= ATHAAL

KA NN
h(A) B (HAHHxH A )
)

1 —
k(A (HAbH N HAAH)
L= k(LS 1A

s HAAH)

1Al

IA

Bei kleinem Fehler | AA|| wird der relative Fehler von Matrix und Ergebnis-
vektor um den Faktor k(A) erhoht (verstarkt).

Wir wollen nun unser einfiihrendes Beispiel aufkldren. Es galt:

(1 1 1 99 —100
[4_(1().99)7 A _(—100 100)'
Wir erhalten:
E(A)w = 2-200 = 400 .

Wir miissen also damit rechnen, daf} ein gegebener Anfangsfehler in A und
b sich um einen Faktor 400 verstérkt in = auswirkt.

Wir betrachten das Beispiel nun geometrisch. Die Lésung des Gleichungssy-
stems 1aBt sich auch graphisch als Schnittpunkt von zwei Geraden bestimmen.
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(0,0) (1,0)
Grafische Darstellung des Modellproblems

Eine kleine Anderung von A oder b bewirkt eine grofie Anderung der Koor-
dinaten des Schnittpunktes.

Wir wollen die Fehlerbetrachtungen auf die Rundungsfehler anwenden. Bei
Lésung von Az = b entstehen zundchst bei der Eingabe auf dem Rechner
Rundungsfehler AA = A — A, Ab=5b—b. Wir fithren die Maschinengenau-
igkeit

r— I

(3.1)

eps = max
z#0

ein, wo « alle reellen Zahlen durchlauft und # die Rundung von z bedeutet.
Bei m-stelliger dezimaler Gleitpunktarithmetik ist eps ~ 107" der genaue
Wert hiangt von Zahldarstellung und Rundungsoperation ab. Der Exponen-

X

tenbereich unserer Maschine wird als unendlich angenommen.

Es ist dann

12l o 1adl o
1Al C el

Die Anwendung des Satzes verlangt nun zunéchst einmal
E(A)eps < 1. (3.2)

Ist dies der Fall, so folgt aus dem Satz fiir die Lésung # von Az = b mit
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Ar=x—2

=

]

E(A)eps . (3.3)
Wir nennen dies den unvermeidbaren Fehler. Er ist nicht durch den verwen-

deten Algorithmus zur Lésung von Az = b bedingt, sondern allein durch die
Maschinengenauigkeit und die Kondition von A bestimmt.
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1.4 Die Cholesky-Zerlegung

Eine (n,n)-Matrix A = (a;;) heifit hermitesch, wenn A = A* oder a;; = @j;.
Falls A hermitesch ist, ist (z, Ay) = (Axz,y) reell, und A besitzt n reelle
Eigenwerte und ein zugehoriges Orthogonalsystem von n Figenvektoren. Ist
dariiber hinaus (x, Az) > 0, so heifit A positiv semidefinit. Ist (Az,z) >
0 fiir * # 0, so heifit A positiv definit. Ist A positiv definit, so offenbar
auch alle Untermatrizen (a;;)r<ij<¢ mit & < ¢; insbesondere sind also die
Diagonalelemente positiv.

Wir wollen annehmen, die positive definite Matrix A besitze eine LR - Zer-
legung. Sei also A = LR und ¢;; = 1,1 = 1,...,n. Dann ist A* = R*L*,
also A = R*L* eine weitere LR-Zerlegung von A. Sei D die Diagonale von
R. Dann ist A = R*(D*)"'D*L* eine LR-Zerlegung von A, deren linker
Faktor nur 1’sen auf der Hauptdiagonalen hat. Nach der Eindeutigkeit der
LR-Zerlegung (Aufgabe 5) ist also L = R*(D*)~' und D*L* = R. Es folgt
D = D*  also D reell (im Falle K' = C, sonst ist diese Aussage leer). Es ist
also R = DL* mit einer reellen Diagonalmatrix D, d.h. R und L* stimme
bis auf eine reelle Diagonalmatrix iiberein. Nach geeigneter Fixierung der
Diagonalen von L kann man also R = L* annehmen, und wir kommen zu

A=LL". (4.1)

Dies nennt man die Choleskey-Zerlegung von A. Der folgende Satz gibt die
genaue Findeutigkeitshedingung, sein Beweis einen bequemen Algorithmus.

Satz 1.4.1 Sei A positiv definit. Dann gibt es genau eine linke Dreiecksma-
triz L mit positiven Diagonalelementen, so dafi A = LL*.

Beweis: A = LL* bedeutet elementweise geschrieben
j u—
S liwlin=ai; , n>1>j5>1; (4.2)
k=1

fir K = R kann das « -7 - Zeichen natiirlich wegfallen. Das nichtlineare
Gleichungssystem (4.2), bestehend aus n(n + 1)/2 Gleichungen fiir ebenso
viele Unbekannte. Es 18t sich rekursiv auflésen. Die Gleichungen fiir 7 =1
lauten

&71&71:@@1, izl,...,n.
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Fiir ¢ = 1 ergibt sich ¢, 1 = /a1 1. Dabei wurde ¢, ; > 0 und a;; > 0 benutzt.
Fiir die weiteren Elemente der 1. Spalte von L ergibt sich dann

€¢71:a¢71/€171, 122,,71

Damit ist die erste Spalte von L bestimmt.

Die Gleichungen (4.2) fiir j = 2 lauten

livloy +liglag=a;2, 1=2,...,n.

52,2 =1/ 422 — |£2,1|2 .

Dabei wurde angenommen, daf§ der Radikand positiv ist, und daf ;5 > 0.
Die weiteren Elemente der 2. Spalte von L ergeben sich dann zu

Fiir 5 = 2 ergibt sich

lio = (a2 — gi,lz2,2)/£2,2 , 1=3,...,n.

Damit ist auch die zweite Spalte von L bestimmt.

Wir wollen nun annehmen, Spalten 1,...,7—1 von L seien bereits bestimmt.
Dann schreiben wir die Gleichung (4.2) fiir die j-te Spalte hin, also

Caljyt ot bigoaloa + Ll = aig, i=j,....n.

Fiir 1 = j ergibt sich aus ¢;; > 0 sofort

L = \/am — P = = a7 (4.3)

wenn nur der Radikand positiv ist. Die weiteren Elemente der j-ten Spalte
sind dann

lig = (aij — Linljy =+ = Ligoalgon) [y (4.4)

Die auf der rechten Seite von (4.3), (4.4) auftretenden Elemente von L stehen
bis auf /; ; alle in den bereits berechneten Spalten von L, und /; ; ergibt sich
aus (4.3). Wir sehen, dafi alle Elemente von L berechnet werden konnen,
wenn nur der Radikand in (4.3) immer positiv ausfallt. Dies wollen wir nun
durch vollstandige Induktion zeigen. Fiir 7 = 1 ist dies sicherlich richtig. Sei
es richtig bis zu einem j > 1. Dann lassen sich die Spalten 1,...,7 — 1 von
L berechnen. Diese bilden die (n,j — 1)-Matrix L;, und es gilt
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1,1
Aizqq1 "t Qi1
Lrr=| % =L . (4.5)
a]71 e a]7]_1 x]]
tn,1 crr Ay Tpj 0 Tan

Es wurde nur die linke Halfte der Matrix notiert; die rechte ergibt such aus
der Hermitizitat. Die Elemente z; ; sind ohne Bedeutung mit Ausnahme von
x;;, und dieses ist

v =Gl +

Wir zeigen, dafl ©;; < a; ;. Ware namlich @, ; > a;;, so ware die (7, j)-Matrix

1,1
aj-1,1 Aj—1,5-1

(wieder haben wir nur die linke Halfte notiert) positiv definit, denn dies wére
ja schon fiir x;; = a;; richtig, um so mehr also fiir ;; > «; ;. Damit hatte
aber die rechte Seite von (4.5) mindestens den Rang j, wahrend die linke Seite
als Produkt von Matrizen mit hochstens 5 — 1 Zeilen bzw. Spalten héchstens
den Rang j — 1 haben kann. Es kann also z;; > a; ; nicht richtig sein. Damit
ist x;; < a;; fir 3 = 1,...,n, d.h. der Radikant in (4.3) ist immer positiv,
und L 1&Bt sich in eindeutiger Weise bestimmen.

Der Beweis fiihrt sofort zu einem Programm fiir die Cholesky-Zerlegung.
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Cholesky (A,n) |+ Uberschreibt den links unteren Teil von A mit
seiner Cholesky-Zerlegung L. Arbeitet nur auf
dem linken unteren Teil von A * /

{for 7=1,....n
for 1=75+1,....n

{ s=aij—ai@y— - —a;;j1@j-1 ;
it (i= )
{ if (s <0) { print (“Matrix nicht pos. def.”) ;
exit (1) ;

else a; :}sqrt (s);
}
else a;,; = s/a;; ;
}
}

Fiir die Anzahl der benétigten flops findet man

n
J=

(1§ = 1)~ 1+0(1)) = cn® +O(r").

1

Dies entspricht dem Eliminationsverfahren fiir hermitesche Matrizen (verglei-
che Ubungsaufgabe 3). Das Gleichungssystem Az = b kann nach Berechnung
von L gelést werden durch Lésung der Systeme Ly = b, L*r = y wie nach

der L R-Zerlegung.

27



1.5 Die QQR-Zerlegung

Sei A eine (n, m)-Matrix, n > m, mit linear unabhéngigen Spalten ay, ..., a,, €
K™. Bekanntlich kann man die Spalten von A orthogonalisieren, d.h. man
kann ein Orthonormalsystem von Vektoren ¢y, ..., ¢, finden, so daf}

splag,...,a;) =splqr,...,q), J=1,...,m (5.1)

gilt. Hierbei bedeutet sp(a,b,...) den von a,b, ... aufgenannten linearen Un-
terraum. Die Orthogonalisierung kann durch das Schmidtsche Verfahren ge-
macht werden. Wir setzen

g1 = Cl1/7“1,1 , Tia = HCMH

mit der euklidischen Norm. Damit ist (5.1) fiix j = 1 erfiillt. Haben wir

bereits orthonormale Vektoren ¢y, ..., ¢;—1 bestimmt, so setzen wir

4j = aj = TG — = 7101 (5.2)
und bestimmen die r; j, i =1,...,5—1, so, daB (¢;,¢) =0,1=1,...,j—1,
also

rij = (aj,q) - (5-3)
Dann setzen wir
4G =q/ri; » rii =4

So bestimmen wir rekursiv ¢, ..., ¢gm,. Die r;; kénnen nicht verschwinden,
wenn daq,...,d, linear unabhangig sind. Offenbar gilt

aj=riiqtF g, J=1..,m.

Mit der (n,n)-Matrix @ = (¢1,. - ., gn) und der rechten (m, m)-Dreiecksmatrix
R, deren (i,7)-Element r; ; ist fiir ¢ < j lautet dies

A=QR. (5.4)

Dies ist () R-Zerlegung von A. Nach Herleitung ist diese Zerlegung in eine or-
thonormale Matrix () und eine rechte Dreiecksmatrix R eindeutig bestimmt,
wenn man die Diagonalelemente von R positiv annimmt.
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Numerisch ist das Schmidtsche Verfahren vollig ungeeignet. Nach (5.2), (5.3)
ist namlich

A

4q;

= min a;—q| .

7€SP(a1,-195-1) i =l
g; wird also sehr klein ausfallen, insbesondere dann, wenn «; fast linear
abhéngig von ay, ..., a;_; ist. Bei der Berechnung von ¢; treten also Ausléschun-
gen auf, so daf auch ¢; nicht genau berechnet werden kann.

Ein sehr stabiles Verfahren zur () R-Zerlegung ist das Householder-Verfahren.
Wir beschreiben es fiir reelle Matrizen A. Es macht Gebrauch von Spiege-
lungen

S=1-=2v0" | |v]|=1

an der Hyperebene vt. Dabei tritt das dyadische Produkt (vv*);; = v;v; auf.
Es ist
S = (I —2vv")(I —2vv*) = [—4ov" + dov*vo*
= [ —4vv* + 4ov* = 1

und S = 5*. Also ist S5* = 5™ = [, d.h. S unitar.

Das Householder - Verfahren bestimmt Spiegelungen Si,..., 5,1, so daf}
S; -+ 51 A n den Spalten 1,..., 7 bereits rechte Dreiecksgestalt hat. Wir be-
schreiben ausfiihrlich die Bestimmung von .Sy. Die erste Spalte von 51 A lautet

Siay. Wir miissen S7 also so bestimmen, dafl S7a; ein Vielfaches von e; ist.
Dies kann man auf zwei Weisen erreichen, namlich
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Spiegela\chse vy Spaltenvektor a, Spiege}achse Uy

AN Ve
AN 7/
N 7/
AN Ve
AN 7/
AN 7
AN 7/
AN Ve
AN 7/
AN 7/
AN Ve
AN 7/
AN Ve
AN 7/
AN Ve
AN 7
AN 7/
AN Ve
AN 7/
AN Ve
AN 7
. ; N , .
AN Ve
Spiegelung an v} 4 Spiegelung an v,
_ - - - - === = = = = = = = = o< —-———— == = =
7 AN
7 s Einheitsvektor ¢
7/ AN
Ve AN
7/ AN
Ve AN
7/ AN
7/ N
7 AN
7/ AN
Ve AN
durch Spiegelung an vy, wo v1 = (a1 + azer)/B1, 1 = ||la1 + are1]| mit
ap = t||ay||. Zur Vermeidung von Ausléschung wahlt man oy = |lay|| sgn
(al,l)- Mit
Bt = |al* +of +2aa1; = 2ai(ar +aiy)
2via; = 52—1(% + are) ay = 52—1("@1”2 + ajay ;)
52—1041(041 +ayq) = 5

erhalten wir, wie erwartet, fiir die erste Spalte von 57 A

Siar = (I —2v07)a; = ay — 2v05ay
= a — vy =a; — (G1 - a1€1) = —ajeg .

Die weiteren Spalten sind
Syap = ap — 2vviar , k=2,....,m.
S1A hat die Gestalt
—01 T2 - Tim

0
SlA - . ”
Ay
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wobei Aj eine (n — 1,n — 1)-Matrix ist. Wir eliminieren nun die Elemente
unterhalb des (2, 2)-Elements durch Linksmultiplikation mit einer Spiegelung
der Form

10 --- 0
0
52 - . ”
: I — 2v9v]
0
wo nun [ die (n—1,n—1) Einheitsmatrix und v, € R"™", |Jvy]| = 1 bedeuten.

vy berechnet sich aus der ersten Spalte von A, genau so, wie sich vy aus ay
berechnete. Es wird dann

—01 T2 1,m
0 —0Qy T3 - Tam
SQSlA - 0
: As
0 0

mit einer (n — 2, n — 2)-Matrix As. Nach m Schritten erhalt man

R
Gosan (1)

mit der rechten Dreiecksmatrix
—01 T2 - Tim
R =

O rm—l,m

R R
a=sees(4)=s( 1) =en,

wobei A aus den Spalten 1,...,m von S besteht. Damit haben wir die Q)R-
Zerlegung von A gefunden.

Es folgt

Es ist nicht zweckmiBig, die Matrix 5 oder () wirklich zu berechnen. Es
ist namlich sehr einfach, Sz alleine mit Hilfe der Vektoren v; € R" ™t zu
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berechnen. Es ist namlich

Soap=| Tt N
i = , ey Vs TS , ;
Tpjo1 = 2(0f, Tpjo1 )V; Ln—j+1

wobel x;_1, x,_j+1 die Lingen 5 — 1 bzw. n — 7 4+ 1 haben.
Dies verlangt nur 2(n — 7 — 1) + O(1) flops. Die sukzessive Berechnung von

Sx = Sy -+ S,x erfordert daher etwa fiir n = m nur m? + O(m) flops, also
ebenso viele wie die Berechnung von Sz bei vorberechnetem S.

Ein Programm zur () R-Zerlegung berechnet also zweckmaBigerweise nicht @),
sondern die Spiegelungsvektoren vy, ..., v,,.

gr— dump (A, o, n,m)
/ * Fiihrt die Q R-Zerlegung der (m, n)-Matrix A durch. Nach Ablauf enthélt

A in und unterhalb der Diagonalen die Vektoren vy, ..., v, und oberhalb der
Diagonalen die Auflerdiagonalelemente von R. Die Diagonalelemente von R
werden auf den Vektor o geschrieben. x /

{ for j=1,....m
{ o= llajlsen (a;;); 8= /20, (a; + a;,);
aj; = (a;; +a;)/B;
fori=j+1,...,n ai; =a;;/B;
for k=j3+1,....m

{r=0;

forve=7,....n v=7v+ap~*a;;

Y =2x7;

forve=7,....n @ =a—"y*a;

¥
¥
¥

Dieses Programm wird noch ergidnzt durch zwei weitere Programme, welche

Sx bzw. S*z bilden.

g- mal x(A,x,n,m)
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/ * Uberschreibt « mit Sz nach Aufruf von
gr— dump (A, a,n,m) x /

{ forj=m,...,1
{v=2x(ajjxzj+ -+ an;*xz,);

forve=yg,....n x;=a;, —y*xa;;;

}

}

q* mal_x(A,x,n,m)

/ * Uberschreibt z mit S*a nach Aufruf von
gr— dump (A, a,n,m) x /

{ Wie oben, aber j=1,...,m}
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1.6 Unter- und iiberbestimmte lineare
Systeme

Sei A eine (n, m)-Matrix iiber K. Das lineare Gleichungssystem Az = b heifit
iiberbestimmt fiir n > m, unterbestimmt fiir n < m. Im ersten Fall ist Ax = b
in der Regel unlésbar, im zweiten Fall in der Regel nicht eindeutig 16sbar.
Wir wollen eine verallgemeinerte Losung von Az = b definieren, welche immer
eindeutig bestimmt ist, und Verfahren zu deren Berechnung angeben.

Wir bezeichnen mit ker (A) den Nullraum, mit range (A) den Wertebereich
von A, also

ker(A) = {a e K™: Az =0},
range(A) = {y e K":Ja € K™ mit y= Az} .
Weiter bezeichnen wir fiir lineare Unterrdume U, V von K" mit U + V die

Summen von Vektoren aus U, V. Ist U L V, so schreiben wir fiir /' +V auch
UaV.

Aus der linearen Algebra erinnert man, dal Az = b genau dann lésbar ist,
wenn b L ker (A*). Wir wollen dies etwas anders formulieren.

Satz 1.6.1 Flir jede (n,m)-Matriz A gilt
K" =ker(A™) & range(A) .

Beweis:  Zunéchst ist ker (A*) L range (A). Ist ndmlich A*2 = 0 und
y = Az, so folgt

(z,y) = (2,A2) = (A"2,2) =0,
also © L y. Es bleibt zu zeigen, daB ker (A*)4+ range (A) = K™ ist. Ware
dies nicht der Fall, so gdbe es ein y € K™ mit y # 0 und y L ker (A%), y L
range (A). Wegen y L ker (A*) wire Ax = y losbar, also y € range (A). Dies
steht im Widerspruch zu y L range (A) und y # 0.
Als ersten Schritt zur Definition einer verallgemeinerten Lésung schwichen
wir den Losungsbegriff ab. Wir verlangen nicht mehr, dal Az — b = 0 ist,

sondern nur noch, dafl || Az — b|| moglichst klein ist. Dabei verwenden wir die
euklidische Norm.
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Satz 1.6.2 ||Axz —b|| nimmt genau dann fir x = xo sein Minimum an, wenn

A*Axg = A%D.

Beweis: Nach Satz 1 ist b = by + b, mit b; € range (A) und by € ker (A*).
Dann ist Az — by L by, und wir haben

[Az = 0] = [[Az — by — ba|* = [ Az — ba|* + [[b2]” -

|| Az — b|| ist also minimal genau dann, wenn Az — b; = 0, und dies ist genau

dann der Fall, wenn A*(Ax —b;) = 0.

Bemerkungen:

1) A*Az = A*b heifit System der Normalgleichungen. x° heifit Kleinste-
Quadrate-Losung. Man spricht auch von der (Gauflschen) Methode der klein-
sten Quadrate.

2)  Die Normalgleichungen sind immer losbar. Denn es ist ker (A) =
ker(A*A), also
A"b € range(A”) L ker(A)

und damit A*b L ker (A*A).

Die zweite Bemerkung zeigt, daff die Kleinste-Quadrate-Lésung von Az = b
immer existiert. Leider ist sie i. allg. nicht eindeutig.

Definition 1.6.1 xt heifit veralljemeinerte (Moore-Penrose-) Lésung von
Ax = b, wenn

1) a* ist Kleinste-Quadrate-Losung.

2) Unter allen Kleinste-Quadrate-Losungen hat ¥ minimale Norm.

Satz 1.6.3 2% ist eindeutig bestimmt. xT ist genau dann verallgemeinerte
Lésung, wenn

A*Azt = A%, bt € range(A¥) .
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Beweis:  Sei 2o Kleinste-Quadrate-Losung, also A*Axg = A*b. Nach Satz
list 29 = @1 + x5 mit &y € range(A*), xy € ker(A). Auch z; erfiillt die
Normalgleichungen und ist damit Kleinste-Quadrate-Losung. Es gibt also im-
mer eine Kleinste-Quadrate-Losung x; in range (A*). Jede weitere Kleinste-
Quadrate-Losung x ist dann von der Gestalt @ = 1 +y mit y € ker (A*A) =
ker (A). Wegen xy L y ist

2 ]1* =l * + lyll* -

Die Kleinste-Quadrate-Losung «t minimaler Norm erhalt man also in ein-
deutiger Weise durch y = 0 oder =t = ;.

Fir m =2 und K = R wird Satz 3 auch aus folgender Zeichnung klar:

Range(A*)

Ker(A)

Die gestrichelte Linie ist der affine Unterraum der Kleinste-Quadrate-Lésun-
gen.

Die Zuordnung b — z* ist offenbar linear. Also gibt es eine (m,n)-Matrix
AT mit atb. AT heiit verallgemeinerte (Moore-Penrose-) Inverse von A. Ist
n = m und A invertierbar, so ist natiirlich AT = A~!. Hat A vollen Rang,
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so kann man AT aus Satz 3 leicht berechnen. Fiir n > m sind dann namlich
die Normalgleichungen eindeutig 16sbar, und man bekommt sofort

At = (A"A)71A

Ist n < m, so ist 27 = A*y und A*AA*y = A*b, also AA*y = b. Da jetzt
AA* invertierbar ist, folgt y = (AA*)™'b und 2t = A*(AA*)~'b. Also ist in
diesem Fall

At = A*(AAYT.
Die Bildung von Matrizen wie A*A, AA* ist nicht unproblematisch.

1) Wir betrachten das Beispiel

11
B ey [ 14£ 1
A(go), ()
0 ¢
Ist ¢ so klein, dafl % < eps, so kann A*A auf der Maschine nicht zu-
verlassig berechnet werden.

2) Sei n = m und A invertierbar. Mit ||A|| = (p(A*A))Y/? erhalten wir
dann

[A=A]l = (p((A=A)*)1/? = p(A=A) = ||A|*
(A A)~H| = |A=?
und damit
k(A*A) = k(A)?.
Ist also k(A) > 1, so ist k(A*A) > k(A). Die Kondition von A*A ist dann
viel schlechter als die von A.

Die Standard-Methode zur Berechnung der verallgemeinerten Losung von
Ax = b ist die Q) R-Zerlegung. A besitze vollen Rang. Im iiberbestimmten
Fall, also n > m, fithren wir zunéachst die () R-Zerlegung von A durch. Die
Normalgleichungen lauten dann

A*Ar = R*Q*QRx™ = R*Ra™ = R*Q*b
oder, da R vollen Rang hat,

Rat = Q"b. (6.1)
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a2t berechnet sich nun durch Riickwirtseinsetzen. Fiir A* bedeutet dies A* =
R™'Q~.

Im unterbestimmten Fall, also n < m, beginnen wir mit der () R-Zerlegung
von A*. Die z% charakterisierenden Gleichungen

A Azt = A%, ot = A%y
schreiben sich dann als
QRR*Q*Qz=QRb, 2t =0Q=.
Es ist Q*Q = I, und QR hat maximalen Rang. Also folgt
F:=b, at=0Q-. (6.2)

Jetzt kann z durch Vorwirtseinsetzen berechnet werden. A%t ergibt sich zu

At = QR

Im Gegensatz zu den Normalgleichungen haben (6.1), (6.2) verniinftige Kon-
dition. Betrachten wir wieder den Fall n = m. Fir A = QR ist

L
el =

41 = QR = myx = |||

und entsprechend fiir A~ Also k(A) = k(R), d.h. die Quadrierung der
Kondition findet nicht statt.
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Kapitel 2

Lineare Optimierung

2.1 Ein einfithrendes Beispiel

Wir wenden uns nun einem praxisorientiertes Gebiet der Numerischen Ma-
thematik zu. In der Linearen Optimierung werden lineare Zielfunktionen un-
ter linearen Bedingungen optimiert. Haufig ist dies die Gewinnmaximierung
unter gegebenen Einschrankungen durch Produktionskapazitat, Lagervorrat
und gesetzliche Bestimmungen. Diese Anwendung macht die lineare Optimie-
rung zu einem der wichtigsten mathematischen Methoden in der Betriebs-
wirtschaft. Wir werden sie zunéchst informell behandeln. Wir diskutieren das
folgende Beispiel:

Ein Chemiekonzern stellt die Chemikalien C; und C5 her. Bei der Produktion
fallen die Schadstoffe 57, Sz und S5 an (laut Tabelle). Der maximale Schad-
stoffausstofl pro Tag ist begrenzt. Erarbeiten Sie einen Produktionsplan, der
einen maximalen Gewinn sicherstellt.

Tabelle 1:
Ci(™e]0) | Cx(™9/0) | Hochstgrenze (™9 /d)
Sh 20 10 8000
Sy 4 5 2000
Ss 6 15 4500
Gewinn
DM 16 32
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Wir formulieren die Optimierungsaufgabe wie folgt:

Seien ¢y, ¢y die pro Tag von (', 5y produzierten Mengen in Liter. Es muf}

gelten
Cy > 0 Cy > 0
Co > 0 oder ¢ >0
20c; + 10cy < 8000 8000 — 20¢; — 10c; > 0
dey + Hey < 2000 2000 — 4¢; — Hey > 0
6c; + 15 < 4500 4500 — 6¢; — 15, > 0
Mit der Definition
8000 —20 —10
c:(cl), b=1] 2000 |, A=| -4 -5
< 4500 —6 —15

muf} daher gelten
c>0 und b+ Ac>0.

Wir zeichnen den durch diese Ungleichungen bestimmten Losungsbereich L.

S1

500
400
300
200

100

0 100 200 300 400 500
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Es gilt: Gewinn (in DM) = 16¢; 4 32¢;. Es ist also genau dann méglich, einen
Gewinn von g DM zu erzielen, wenn die durch 16¢; 4+ 32¢; = ¢ bestimmte
Gerade (i(g) einen Schnittpunkt mit L besitzt.

Wir suchen also den grofiten Wert von ¢, so dal G/(g) einen Schnittpunkt
mit L hat.

Im folgenden Bild ist G/(g) fiir einige Werte von g gezeichnet worden.

500
400
300
200

100/ -

0 100 200 300 400 500

Fiir steigendes ¢ verlagert sich die Linie nach oben. Die héchste Linie, die
noch einen Schnittpunkt mit L hat, ist im folgenden gezeichnet:
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500

400

300~

200

100

0 100 200 300 400 500

Wir bestimmen den Schnittpunkt als Lésung des Gleichungssystems

401 —|— 502 = 2000
6c1 + 15ey; = 4500
als ¢ = (250, 200).

Es ist anschaulich, dafl es immer eine Ecke von L gibt, in der ein optimales
Ergebnis erzielt wird. “Ecken” sind dabei Losungen eines linearen Gleichungs-
systems in k& Variablen, wenn eine Zielfunktion im R* optimiert werden soll.

Wir kénnen daher folgenden einfachen Algorithmus zur Lésung der linearen
Optimierungsaufgabe angeben.

Fiir alle Schnittpunkte von k& Ungleichungen:

Stellen Sie fest, ob der Schnittpunkt zuléssig ist (d.h., ob alle
Ungleichungen erfiillt sind).

Bestimme unter allen zuldssigen Schnittpunkten das Zielfunkti-
onsmaximum.

Zur Bestimmung der Schnittpunkte miissen bei n Ungleichungen ( Z ) Glei-
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chungssysteme der Ordnung £ gelost werden. Da typischerweise n einige tau-
send, k einige hundert betragt, ist der Algorithmus nicht durchfiihrbar.
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2.2 Die allgemeine lineare Optimierungs-
aufgabe

Wir wollen nun die allgemeine lineare Optimierungsaufgabe formulieren.
Sei A eine reelle (m, n)-Matrix und ¢ € R". Sei
M={xeR" : 2;>20,5j=1,...,n9, Zai7j:1;j§bi, 1=1,...,mg,

J=1

(2.1)
Zaivjxj:bi7 i:mo—l-l,...,m .
7=1
Die allgemeine lineare Optimierungsaufgabe lautet nun: Minimiere
Hw) =D o (2.2)
7=1

in M! Man nennt M die Menge der zuldssigen Punkte und jedes © € M
zuldssig. Die lineare Funktion (2.2) heifit Zielfunktion.

Die Aufgabe (2.1), (2.2) heifit in Normalform, wenn ng = n und mg = 0.
Dann kann man M in der Form

M={xeR":2>0, Ax=10} (2.3)

schreiben. Ungleichungen zwischen Vektoren werden hier und unten immer
komponentenweise verstanden. Man kann (2.1) immer in der Form (2.3)
schreiben. Ist ng < n, so setzt man

=y, —%2 , J=no+1l,....n , y;,z >0.
Ist mg > 0, treten also Ungleichungen auf, so fithrt man die “Schlupfvaria-
blen” .
ui:bi—Zaijxj 5 izl,...,mo
i=1

ein. Dann hat man ein Problem in Normalform mit den nicht negativen

Variablen

x; , g =1,...,n0
yi,z2; ., J=no+1l,....n
U; , 1=1,....myg
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und den Gleichungen

no e
wi > agr; + Y ag(y;—z)=bi, i=1,....mg
i=1

Jj=no+1

70 n
Zai,y’% + Z aij(y; —z;)=0b;, 1=mo+1,....,m.
7=1

j=no+1

Nun fithren wir einige geometrische Begriffe ein.

1) Eine Menge U C R" heifit konvex, wenn mit x,y € U auch Ax +
(1 =Xy € Ufir0 <a <1, dh. wenn mit je zwei Punkten deren
Verbindungsgerade in U liegt. Z.B. sind die Mengen M aus (2.1), (2.3)

konvex.

2) Sei U C R" konvex. a € U heifit Ecke von U, wenn z nicht im In-
nern einer Verbindungsgeraden zweier Punkte von U liegt. Mit anderen
Worten: Es gilt nicht « = Ay+(1—=X)z mity,z € U, y# 2z, 0 <A < 1.

3) Sind u; € R" und A; > 0, > Ai =1, s0 heifit >° A\ju; Konvexkombina-

tion der u;. Die Menge aller Konvexkombinationen heifit konvexe Hiille
der wu;.

Von dem einleitenden Beispiel in §1 ist klar, dal die Ecken von M eine
besondere Rolle spielen. Wir wollen diese Ecken algebraisch charakterisieren.
Im folgenden nehmen wir immer an, dafl A den Rang m hat, und fir M
nehmen wir immer die Normalform (2.3).

Definition 2.2.1 Sei A eine reelle (m,n)-Matriz. Fine Losung x von Ax =
b heifst Basis-Léosung, wenn es eine Teilmenge I von {1,...,n} mit genau m
Elementen gibt, so dafs gilt:

U xi::O 5 7 ¢ 1
ii) a;, 1t €1 sind linear unabhingig.

I heifst Basis von x.
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Satz 2.2.1 = € R" st genau dann Fcke von M, wenn x zuldssige Basis-
Lésung von Ax = b ist.

Beweis:

a) Sei @ Ecke von M. Sei I die Menge der Indizes ¢ mit x; > 0. Wéren «;,

1 € I linear abhéngig, so gidbe es Zahlen o, 1 € I mit

Zaiai:(), Z|O‘i|>0'

i€l i€l
Wir kénnten die Punkte ¥ mit den Komponenten

ef = xiteo; , i€1,

=0 L il
bilden. Es wire Az* = b und 2% > 0 fiir hinreichend kleines ¢, also
¥ € M. AuBerdem wire x = %(:1;"’ + 27). Dies ist nicht méglich, da
x Fcke ist. Also sind die a;, ¢ € I linear unabhéngig. Insbesondere hat
I héchstens m Elemente. Hat [ weniger als m Elemente, so kénnen
wir [ zu einer m-elementigen Menge ergdnzen. =z ist damit zuldssige
Basis-Losung mit Basis 1.

Sei & umgekehrt zuldssige Basis-Losung mit Basis . Wére x nicht Ecke,
so gibe es x', 2?2 € M, 2! # 2%, und A mit 0 < A < 1, so daf = =
Azt + (1 — N)a?. Fiir ¢ ¢ I miifite dann z}! = 27 = 0 sein, und wegen

.=

2: 1 2: 2

el el

miiite } = 27 auch fiir ¢ € [ sein. Im Widerspruch zur Annahme wére

also z! = 22

Satz 2.2.2 Set M beschrinkt. Dann st M die konvexe Hille seiner Ecken.

Beweis: Es ist zu zeigen, daf} jedes # € M Konvexkombination der Fcken
von M ist.
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Sei also # € M und p die Anzahl der positiven Komponenten von x. Wir
fiihren den Beweis durch Induktion nach p.

Ist p = 0, so ist « zuldssige Basis-Losung (mit einer beliebigen Wahl von m
Basis-Vektoren) und damit selbst Ecke. Sei die Behauptung richtig bis p — 1.
Ist = Fcke, so sind wir fertig. Andernfalls sind die p Vektoren a;, x; > 0 linear
abhéngig, d.h. es gibt w € R", w # 0 mit Aw = 0 und w; = 0 fiir ; = 0. Da
M beschrankt ist, mufl w sowohl positive als auch negative Komponenten
haben. Also kann man ¢;, ¢3 > 0 so finden, daf}

xlzx—tlw , :1;2::1;—|—t2w
jeweils hochstens p — 1 positive Komponenten haben und ', #? € M. Nach
Induktionsannahme sind z!, 2? Konvexkombinationen der Ecken von M, also

auch
19 1 1 9

T = T 4+ T
1+t 1+t

Satz 2.2.3 M sei beschrinkt und nicht leer. Dann ist die lineare Optimie-
rungsaufgabe [6sbar, und es gibt sogar eine Kcke von M, die Lésung ist.

Beweis: Die Zielfunktion z nimmt als stetige Funktion auf dem Kompak-

tum M ihr Minimum an, etwa in 2° € M. Seien z!, ..., 2* die Ecken von M.
Nach Satz 11.2.2 ist  Konvexkombination von z!,..., 2%, also
k k

und dies ist ein Widerspruch. Also gibt es ein i mit z(z%) = z(z"), und dieses
2 ist Losung.
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2.3 Das Simplex-Verfahren: Phase 11

Das Simplex-Verfahren ist das Standard-Verfahren zur numerischen Lésung
linearer Optimierungsaufgaben. Es wurde gegen Ende des zweiten Weltkriegs
von Dantzig entwickelt und zur optimalen Ladungsverteilung von der ame-
rikanischen Marine benutzt. Bei diesen Anwendungen war die Menge M ein
Simplex. Wir beschreiben das sogenannte revidierte Simplex-Verfahren, wel-
ches fiir sehr grofle Probleme besonders geeignet ist.

Wir beschreiben das Verfahren fiir die Normalform

Minimiere z(z)=» ¢a; in M ={z e R":2 >0 ,Az =0}  (3.1)
i=1

Wie immer soll die (m,n)-Matrix A den Rang m besitzen. Ecken = von
M sind dann dadurch gekennzeichnet, dafl die Vektoren a; mit x; > 0 linear
unabhéngig sind. Natiirlich kann es nicht mehr als m solcher Komponenten z;
geben. Sind es genau m, so heifit die Ecke nicht entartet, andernfalls entartet.
Fiir nicht entartete Ecken gibt es immer genau eine Basis [ = {i : 2; > 0}.
Diese enthéalt genau m Elemente, und die Basis-Vektoren a;, ¢ € I sind linear
unabhéngig. Wir wollen annehmen, dafl keine Ecke von M entartet ist.

Das Simplex-Verfahren konstruiert eine endliche Folge von Ecken von M mit
abnehmenden Werten von z und endet mit einer Lésung oder der Informati-
on, daB das Problem nicht 16sbar ist. Jede Fcke kann als Anfang dieser Folge
gewahlt werden. Die Berechnung einer Ausgangsecke von M ist Gegenstand
der Phase I des Simplex-Verfahrens. Bei der jetzt zu schildernden Phase 11
nehmen wir an, wir hitten eine Ecke 2° bereits gefunden. Es sei I die Basis
von 2% und J die Menge der nicht in I liegenden Indizes oder die Nicht-Basis-
Indizes. Es ist also 29 > 0 fiir i € I, :1;? =0 fiir y € J, und a; ey, sind linear
unabhéngig. Wir kénnen Az = b nach den Basis-Variablen z;, ¢ € I auflésen
und erhalten

z = Z(:L'O) + ijxj (3.2)
JjeJ
T; = :1;? + Zcmxj , 1€1. (3.3)
JjeJ

Ist Ay = (ai)icr, Ay = (aj)jey, so gilt fir die (m,n — m)-Matrix C =

(Cij)iel,jEJ

C=A7'Ay . (3.4)
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Die Koeffizienten von (3.2)-(3.3) fassen wir ins Simplex-Tableau der Ecke x°
Zusammen:

J
Z(xo) pj
(3.5)
[ l’? Ci,j

Nun kommt die Beschreibung des Simplex-Schrittes, welcher die Ecke z° in
eine neue Ecke ! mit kleinerem Wert der Zielfunktion iiberfithrt. Er besteht
aus folgenden Teilschritten:

1. Suche jo € J mit p;, <0.

Gibt es kein solches, so ist p; > 0 fiir alle j € J und damit nach (3.2)
z(x) > z(xo) fiir alle € M. Also ist 2° bereits Losung und das Verfahren
beendet.

2. Suche nach einem 19 € I mit ¢, ;, < 0 und

z) z?
L < —— firalle ¢ €1 mit ¢4, <0.
oo —Cijo

Gibt es kein solches iy, so ist ¢ j, > 0 fiir alle 1 € I, und der Punkt
z(t) = 2° + tej, ist wegen (3.3) zuldssig fiir alle ¢ > 0, wihrend wegen
(2.2) z(x(t)) — —oo fiir t — +o0o. Also ist z nach unten nicht beschrankt auf
M, die Optimierungsaufgabe unlésbar, und das Verfahren beendet.

3. Konstruktion der neuen Ecke z'.

Gibt es 1 € I mit ¢; j, < 0, so ist wegen (3.3) z(t) = 2° + te;, € M genau fiir
z;(t) = 29 + te; j, > 0 fiir alle diese ¢, d.h. fiir
0

1< — fir 1 € 1 mit ¢;; <0.

_ciJO
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Nach Wahl von ig ist tg = :1;?0 (—¢iy.jo) das grofite ¢ mit dieser Eigenschaft.
Wir setzen
a2 = 2(tg) = 2° + toey, -

Es ist

I
~~
8

—_
~—
|

Z(xo) + t0pj0 < Z(xo) )
x! = 0 , x}0:t0>0.
Wir zeigen, daBl 2* eine Ecke mit Basis I'\{ig}U{jo} ist, d.h. daB die Vektoren
a;, 1+ € I'\{io} U{jo} linear unabhangig sind. Wére dies nicht der Fall, so
gibe es Zahlen «a;, « € I\ {io} U{jo}, die nicht alle verschwinden, so daf
Z a,a; + A0 jq = 0.
€l—{io}

Nach (3.4) ist A;C = Aj. Die jo-te Spalte hiervon lautet

Zcmoai = Cljo .

€]
Damit haben wir zwei Darstellungen von «a;, durch die linear unabhéngigen
Vektoren a;, ¢+ € I. In der ersten verschwindet der Koeffizient von «;,, in
der zweiten ist er ¢;, ;, # 0. Dieser Widerspruch zeigt, dafl die a; mit 7 €
I\ {io} U {jo} linear unabhingig sind und damit z' eine Ecke mit der Basis

4. Berechnung des neuen Tableaus.

Dazu 16st man Az = b oder (3.3) nach den neuen Basis-Variablen z;, i €
I'\A{io} U{jo} auf. Aus der Gleichung (3.3) fiir ¢ = io erhalten wir zunachst

Lo — (xlo — Ly — Z clodxj)/clodo
j€JI\{jo}

und dann aus den restlichen Gleichungen von (3.3)

— 0 g o
v o= xy + Z CijTj + CijoTjg

J€N\{jo}
o
— 0 g ©J0 0 g
= )+ > Cz,]l’]‘|‘c' : (:1;20 ) > clw:z;])
J€N\{jo} t0+Jo J€N\{jo}

Co - Co - Co -
_ .0 ijo 0 Bjo o %o Y L
= Ty T Tig + Tip + Z (C%J 0207]) Lj

Cig, 0 Cio,jo jed—{jo} 10,J0
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fiir e € I\{io}. Auch die Zielfunktion muf in den neuen Nicht-Basis-Variablen
ausgedriickt werden. Wir erhalten

Z(xo) + Z P;; + Pjo s
j€JI\{jo}

_ 0 Pjo o ] Pjo )
= z(z") - T+ Z (p] - czw) Ly .
Cig,jo jeN Lol Cig,jo

Das (ig, jo)-Element im Simplex-Tableau heifit Pivotelement, die zugehorige
Zeile bzw. Spalte Pivotzeile bzw. Pivotspalte. Das Simplex-Tableau fiir z!
hat die Form

Z _=

J€J\{Jo} 20
0y Pip .0 . _Pig . Pio

z(2%) Ty b — 2 Cig,g o
0,70 t0,J0 t0,J0
: : 0 Ci,50 0 Ci,50 Ci,50
1 €T\ {v T —LI0 ot C; i — Ci —LJ0_
< \ { 0} ‘o Cig,gjo 0 I Cig,jo 07 Cig,Jo

0
Jo — o - 1

Cig,Jo Cig,Jo Cig,Jo

Dabei schreibt man die neue Zeile jo (Spalte ig) zweckméBigerweise in die
alte Zeile iy (Spalte jo).

Sind, wie vorausgesetzt, alle Ecken von M nicht entartet, so ist 5 > 0, und
die Zielfunktion nimmt bei jedem Schritt echt ab. Das Simplex-Verfahren
bricht also nach endlich vielen Schritten ab, entweder mit der Lésung, oder
mit der Aussage, dafl z auf M nicht nach unten beschrankt ist.

Wir schreiben nun ein Programm, das den Ubergang von einem Tableau zum
nachsten bewerkstelligt. Wir werden sehen, daf§ das ganze Tableau, also auch
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erste Spalte und Zeile, einheitlich behandelt werden kénnen. Deshalb nehmen
wir das Tableau in der Form

Co,0 ‘ Co1 " Cog
Cio | @11 " Cig
Cno | Cma1 " Cmyg
an mit ¢ = n — m. Die Zeilenindizes 1,...,m entsprechen also den Basis-

Indizes 1, ..., 1,, die Spaltenindizes 1, . . ., ¢ den Nicht-Basis-Indizes j1, . . ., 7,.

austausch (C, 19, jo, m, q)

/ * Berechnet nach Bestimmung von g, jo das neue Tableau.
Schreibt den neuen Basis-Index j;, in Zeile i und den
neuen Nicht-Basis-Index ¢;, in die Spalte jg / *

{ Cig.jo — 1/Ci07j0;
fori=0,...,m if (1 # i0)¢ij, = Cijo * Cigojo;
fore =0,....m forj=0,...,q
if (i 40 und J # Jo)  ¢ij = Ciyj — Cijo * Cig g
for j =0,...,q if (J # Jo) Cio.j = —Cio,j * Cio,jo

Der Austauschschritt benéotigt ¢gm+ O(m 4+ ¢) flops.

Mit Hilfe der Austauschroutine kann man nun leicht ein Programm fiir die
Phase II des Simplex-Verfahrens schreiben:

simplex (C, I, .J,;m,q)

/ x  Bei Aufruf enthélt C' das Tableau der Ausgangs-Ecke, I die Basis-,
J die Nicht-Basis-Indizes. Nach Ablauf steht das Minimum der

Zielfunktion in ¢y, die Lésung in ¢;o, 1 =1,...,m

und die Basis-Indizes der Losung in [ / *
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{ while (F7€{l,...,q} 1 c0; <0)
{ Wihle jo;
Wihle ip € {1,...,m}, so daB =~ minimal fiir
1 = 19 unter allen ¢ mit ¢; ;, < 0;
breche ab mit Meldung “Problem nicht 16sbar”
falls es keine solchen ¢ gibt;
I = [\{Zlo} U {jjo}; J = ‘]\{jjo} U {iio};

austausch (C, 19, jo, m, q);

}

Der Austauschschritt kann auch zum Invertieren von Matrizen benutzt wer-
den. Sei C' eine (n + 1,n 4 1)-Matrix und y = C'z, also

Yo = CooTo +-o-F ConTy

Yo = Cpolo +--+ Conln -

Wir 16sen die nullte Gleichung nach zy auf und setzen z( in die restlichen
Gleichungen ein. Es entsteht

— / / “ .. /

To = Copyo + 0071171 + + comxn
_ / / /

Yy = CYo + v ot 6T
_ / / /

Yo = Cmoyo —I' lel'l ‘I’ Tt ‘I’ cnmxn

mit neuen Elementen ¢; ;, die wir durch den Aufruf
austausch (C,0,0,n,n)

berechnen konnen (falls ¢ o # 0). Danach 16sen wir die erste Gleichung nach
xy auf und setzen z; in die restlichen Gleichungen ein. Dann sind zq, x4,
Y2, -, Y, durch yo, y1, x2,..., 2, ausgedriickt. So fortfilhrend kénnen wir
schlieBlich xq,...,x, durch yo,...,y, ausdriicken. Die Koeffizienten dieser
Formeln sind dann gerade die Elemente von C'~'. Das Programm

fort=0,....,n
austausch (C,¢,1,n,n)

invertiert also C'. Das geht natiirlich nur gut, wenn alle Pivotelemente # 0
sind.
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2.4 Das Simplex-Verfahren: Phase I

Die in §3 beschriebene Phase II des Simplex-Verfahrens setzt voraus, dafl wir
eine Ecke 2° von M kennen. Eine solche Ecke liefert uns die Phase 1. Dabei
nehmen wir wieder an, dafl M in der Normalform

M={xeR":2>0, Az =15}

vorliegt mit einer (m,n)-Matrix A. Wir kénnen zusatzlich b > 0 annehmen.

Wir fithren nun ein Hilfsproblem in den n+m Variablen xq,.... 2, y1,...,yn
ein. Seine zuléssige Menge ist

M=A{z,y:2€R", yeR™, 2,y >0, Av +y =10},
und seine Zielfunktion -
Z(z,y) = Z} Yi -
Wir zeigen nun: M ist nicht leer genau_dann, wenn das Hilfsproblem eine
Lésung mit y = 0 besitzt. Ist ndmlich «+ € M, so ist ( :(I); ) Losung des

X

0

Das Hilfsproblem ist - fiir b > 0 - genau von der Form, die wir fiir die Phase

Hilfsproblems. Ist umgekehrt ( ) Losung des Hilfsproblems, so ist * € M.

2 , die zugehorigen Basis-
Variablen sind y = b — Az, und die Zielfunktion ist

IT vorausgesetzt haben. Eine Ecke von M ist

Zax,y) =€"(b— Ax) , e =(1,...,1).
Man kann nun die Phase II des Simplex-Verfahrens fiir das Hilfsproblem

durchfithren. Endet dies mit einer Losung mit y = 0, so hat man eine Start-
ecke von M gefunden. Andernfalls ist M leer.

54



Kapitel 3

Nichtlineare Gleichungen

3.1 Existenz von Lésungen

Sei f: K™ — K™ eine Abbildung. Gesucht ist ein T € K™ mit f(T) = 0.

Beispiele:

1) f(z) =2 —2pr +qfir K = C oder K = R. Sei d = p* + ¢q. Im
komplexen Fall gibt es zwei Losungen fiir d # 0, eine Losung fiir d = 0.
Im reellen Fall gibt es fiir d > 0 zwei Losungen, fiir d = 0 eine, fiir d < 0
iiberhaupt keine. Die Berechnung der Losung T kann durch die Formel

$172:pj:\/8

erfolgen. Die Auswertung dieser Formel ist aber im Hinblick auf Rundungs-
fehler keineswegs harmlos. Ist etwa p > 0, |g| < p, so ist /d ~ p, und bei
der Berechnung von x; tritt Ausléschung auf. In diesem Fall ist es besser, x5
nach der Formel x3 = ¢/x; zu berechnen.

2)  f(x) = 2% 4 3pz — 2q fiir K = C. Die Berechnung der - maximal drei -
Losungen kann durch die Cordani’schen Formeln erfolgen:

T = u-4v , Xg = &1u + &9v , ¥z = &u+e&vo,

u = (¢+Vad)P v = (=YD d = P
1
€1,2 = —5(1 + Z\/g) .
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Auch hier tritt unter Umstanden, namlich fir |p| < |g|, Ausléschung auf.

3) f(z)=a—tanz, K = R. Ein Blick auf den Graphen von tan x zeigt,
da es in jedem Intervall ((k — 1), (k+ $)7), k € Z, genau eine Losung gibt.

Ein primitives Verfahren zur Losung von Gleichungen in R' ist die Intervall-
halbierung. Sei f : R — R stetig und f(a)f(b) < 0, a < b. Dann liegt in
(a,b) sicher eine Nullstelle von f. Zu ihrer Berechnung verwenden wir den
Algorithmus

fo=fla) 5 fo= f(b);
while (b—a>e¢)
{ e=(+a)/2
fc - f(C),
if (fufe<0) {b=cfo=/fs}
} else {a =¢; fu = [o; }

Nach n 4 2 Funktionsauswertungen hat er das Intervall (a,b), in dem eine
Losung liegt, um den Faktor 2" verkiirzt. Fiir einfache Funktionen f ist dies
akzeptabel. Wir werden natiirlich effizientere Methoden kennenlernen.

Das theoretische Hilfsmittel zur Losung nichtlinearer Gleichungen sind Fix-
punktsédtze. * € R" heifit Fixpunkt einer Abbildung ¢ : R" — R", falls
g(x) = x. Jede Aufgabe f(x) = 0 148t sich in der Form g(x) = x schreiben.
Man braucht ja nur g(z) = f(x) + @ zu setzen.

Satz 3.1.1 (Fizpunktsatz von Brouwer): Sei D C R" konvex und kompakt,
g: D — D stetig. Dann besitzt g in D einen Fizpunkt.

Beweis: Der Beweis fiir n > 1 findet sich in E. Burger, Einfithrung in der
Theorie der Spiele, 2. Auflage, S. 162-165. Fiir n = 1 ist der Satz trivial:
Sei D = [a,b]. Ist g(a) = a oder g(b) = b, so besitzt ¢g einen Fixpunkt.
Andernfalls ist g(a) > a, g(b) < b. Die Funktion f(z) = @ — ¢g(x) hat dann in
[a, b] einen Zeichenwechsel und damit eine Nullstelle, und diese ist Fixpunkt
von g.
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Beispiele:

1) In R? betrachten wir

( Ty ) ( sin(xg + €) )

g = T2

T cos(xy — €”2)

Die Menge D = {z € R* : ||z|lc < 1} ist konvex und kompakt, und g ist
dort stetig. Offenbar ist g(D) C D. Also hat ¢ in D einen Fixpunkt.

2)  Der Brouwer’sche Satz wird haufig auf Probleme der Volkswirtschaft
angewendet. Ein Markt bestehe aus n Giitern mit Preisen zy,...,x, > 0
und aus m Teilnehmern (Produzenten oder Konsumenten). Bei den Preisen
z = (x1,...,2,) kauft oder produziert der /-te Teilnehmer die Menge ff(x)
von Gut ¢. Die totale Nachfrage bzw. Produktion von Gut ¢ ist dann fi(z) =

f: ff(x). Man sagt, der Markt sei im Gleichgewicht, wenn
=1

file) <0, i=1,...,n, filx)=0 falls ; >0.
Wir machen folgende Voraussetzungen:

1) Die Nachfrage hangt nur von den relativen Preisen ab, d.h.
filte) = fi(z) . t>0.

2) Der Markt ist abgeschlossen, d.h.

viff(x) =0, (=1,....m

1

n

K3

3) Die ff sind stetig.

K3

Dann gibt es einen Preisvektor z, bei welchem der Markt im Gleichgewicht
ist.

o

Zum Beweis setzen wir D = {z € R" : 2 >0,

z; =1} und auf D

=1

gilx) = T —I; Max (0, fi(z))
1+ ];::1 Max (0, fr(x))

, 1=1,...,n.
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Die Abbildung g(x) = (¢1(x),...,g.(x)) ist dann stetig auf der konvexen
kompakten Menge D und bildet D in sich ab. Nach dem Satz gibt es ein
x € D mit g(z) = , also

v + Max (0, fi(x))

T = , t=1,...,n.

L4 5 Max (0, fule)

Hieraus folgt, dal & Gleichgewichtspunkt ist (Aufgabe 21).
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3.2 TIterationsverfahren

[terationsverfahren gehéren zu den wichtigsten Hilfsmitteln der Numerischen
Mathematik. Sie berechnen mittels einer - oft sehr einfachen - Rekursions-
formel eine Folge von Niherungen, welche gegen die gesuchte Losung kon-
vergiert. Grundlage vieler Iterationsverfahren ist der Fixpunktsatz fiir kon-
trahierende Abbildungen.

Definition 3.2.1 Sei D C K" und g : D — K" eine Abbildung. g heifst
kontrahierend in D (beziiglich der Norm || - || in K™ ), wenn es eine Konstante
q <1 gibt mat

lg(2) = g(y)]l < gll= =yl
fir alle x, y € D. q heifit Lipschitzkonstante von g in D.

Satz 3.2.1 Sei D C R" konvex und g : D — R" differenzierbar. Sei
g=sup|lg'(z)]| <1.
z€D

Dann ist g in D (beziiglich || - ||) kontrahierend. Dabei ist ¢' die Jacobi-Matrix
zu g, also

991 991

Axy " Oxp g1
g=1 fir  g=

9gn dgn

Az 7Y Jup Gn

Beweis:  Sei f(t) = gtz + (1 —t)y), 0 <t < 1. Nach der Kettenregel ist

f() =4tz + (1 =y)(z—y),

also

lg(e) =gl = [17(1) = FO)] = H/f’(t)dtH

< sup [[f()]]
0<t<1

= sup [lg'(te + (1 = t)y)(z — y)]
0<t<1

< dqllz—yl,
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weil D konvex ist.

Satz 3.2.2 (Kontraktionssatz, Fizpunktsatz von Banach): Sei D C K" ab-
geschlossen und g : D — D kontrahierend. Dann hat g in D genau einen
Fizpunkt ©. Das Iterationsverfahren

=g, k=0,1,...

konvergiert fiir jede Wahl von z° € D gegen T, und es gilt mil der Lipschitz-
Konstante g von g in D

Il

k

rh =7 < T —x

k <q 1
1

Beweis:
1) Existenz von 7.
Es ist 2% € D falls 2° € D, und
2"t = a¥|| < glla® = "M < Pl =2t << et =20

Y

also fur £ > j

-1
o’ =l = I —ah)
k=j
-1
N
k=j
-1
< Do dlt =20
k—j
= P4+ = )
J
< et =2 (2.1)
q
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wegen der Formel fiir die geometrische Reihe. Also gilt ¢ — 2/ — 0 fiir /,
j — oo, d.h. (%) ist eine Cauchy-Folge und damit konvergent gegen ein
7 € R". Da D abgeschlossen ist, ist sogar T € D, und wegen der Stetigkeit
von ¢ ist

_ ko1 k=1y _ (=
7= lim 2" = lim g(2""") = ¢(7) ,

also T Fixpunkt von g¢.

2)  Eindeutigkeit

Wire 2 ein weiterer Fixpunkt von ¢ in D, so hiatten wir
17— 2| = llg(x) = g(@)|| < gqllz — 2| -

Wegen ¢ < 1 folgte |7 — || = 0.

3) Fehlerabschitzung

Lassen wir in (2.1) { — oo streben, so folgt

] J
|7 -2/ < —L— |2’ -2

Il

37

Beispiel: ~ Wir wollen die Lésung von = tan z, in [7, 5] durch Iteration

berechnen und versuchen zunachst

2" = tan

k
Es ist g(z) = tan 2 und damit ¢'(z) = 1/ cos*x > 1. g ist also nicht kontra-
hierend. Wir miissen unsere Gleichung erst in geeignete Form bringen. Dazu

schreiben wir fiir z € [Z,2F

| fiir @ = tanx
r = tan(:z; — 7T) oder arctanx =z —m oder x =7+ arctanz

und setzen g(z) = 7 + arctan x. Dann ist ¢'(z) = 1/(1 + 2?). In D = [Z, 2]

ist dann |¢'(z)] < 1/(1 + 7%/4) < 1, und g bildet D in sich ab. Nach Satz
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[11.2.1 ist g in D kontrahierend mit ¢ = 1/(1 + 7%/4) = 0.29. Also hat ¢ in
D genau einen Fixpunkt, und das Iterationsverfahren

= + arctan 2"

konvergiert gegen diesen. Mit 2° = 7 erhalten wir

k zk %|x1—x0| 7 — aF
0 3.1416 —
1 4.4042 0.41 0.0892
2 4.4891 0.19 0.0043
3 4.4932 0.034 0.0002
4 4.4934 0.010 —

Wir sehen, dafi die Fehlerabschitzung viel zu pessimistisch ist. Man kann
auch D = [, %] wihlen mit ¢ = 1/(1 4+ 7?) = ¢ = 0.092 und bekommt dann
bessere Abschétzungen.

Welche Fixpunkte von g sind durch das Iterationsverfahren z*+! = g(z*)
berechenbar? - Durch Skizzen im R' kommt man zu der Vermutung, daf
dies die “anziehenden” Fixpunkt sind, d.h. diejenigen mit |¢/(Z)| < 1. Dies
ist der Inhalt des nichsten Satzes.

Satz 3.2.3 (Lokaler Konvergenzsatz): Die Abbildung g : K™ — K" besitze
einen Fizpunkt T, und es gebe eine Umgebung von T, in der g kontrahierend
ist. Dann gibt es eine Umgebung U(T), so daf das Iterationsverfahren x*+1 =
g(z*) fiir jedes 2° € U(T) gegen T konvergiert.

Beweis:  Wir konnen annehmen, dafl g in D ={x € K" : ||z — 7| < r}
mit einem, r > 0 kontrahierend ist, und zwar mit der Lipschitz-Konstanten
g < 1. Dann ist fiir z € D

lg(z) — 7| = llg(z) — 9(T)I| < gqllz — =[] < qr,
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also auch g(x) € D. g bildet also die abgeschlossene Menge D in sich ab und
ist dort kontrahierend. Nach Satz I11.2.2 konvergiert das Iterationsverfahren
fiir 2% € D.

Bemerkungen:

1)

Sei K = R. Die Bedingung des Satzes I11.2.3 ist erfiillt, wenn ¢ in
7 stetig differenzierbar ist und p(¢'(¥)) < 1 ist. Dann gibt es namlich
nach Satz [.3.2 eine Norm || - || in R™ mit ||¢/(Z)]| < 1 fir 2 = T. Wegen
der Stetigkeit von ¢’ gilt dies dann auch in einer konvexen Umgebung
von . Nach Satz II1.2.1 ist g in dieser Umgebung kontrahierend.

Fiir die Konvergenzgeschwindigkeit des Iterationsverfahrens ist offen-
bar die Lipschitz-Konstante ¢ entscheidend:

12" = 7| = [lg(2*) — g(@)|| < gll=* — 7|

Der Fehler vermindert sich also in jedem Schritt (mindestens) um den
Faktor ¢ < 1. Wir sprechen von linearer Konvergenz. Nach Satz 111.2.3
und Bemerkung 1 ist fiir die Konvergenzgeschwindigkeit die Zahl p(¢'(7))
entscheidend. Gilt hingegen fiir ein Iterationsverfahren

|+ — 7|l < Ofl* —7||?

mit einer Zahl p > 1, so sprechen wir von Konvergenz (mindestens)
der Ordnung p. Fiir p = 2 sprechen wir von quadratischer, fiir p = 3
von kubischer Konvergenz. Quadratische Konvergenz ist dadurch ge-
kennzeichnet, daf sich die Anzahl der korrekten Dezimalen von 2* bei
jedem Schritt verdoppelt.
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3.3 Das Newton-Verfahren

Zu losen sei das nichtlineare System f(x) =0, f : D — R", D C R".
Die Konvergenzgeschwindigkeit des Iterationsverfahrens z*t1 = g(z ) wird
nach Bemerkung 2 aus dem vorigen Paragraphen durch die Zahl p(¢'(7))
bestimmt. Bei der Umwandlung einer Gleichung der Form f(x) = 0 in eine
Fixpunktgleichung @ = g(«) versuchen wir daher ¢'(Z) = 0 zu erreichen. Wir
machen fiir ¢ den Ansatz

gle) =z + Az)f(2)

mit einer invertierbaren Matrix A = (a;;), d.h.

gi(w) = 2+ éai,j(x)f](w)

Wir berechnen die Jacobi-Matrix ¢'(x). Es ist

8gi _ 5 8a”
oy~ O + D Z“”a

=1

Fir @ =7 ist f(T) = 0, und wir konnen diese Gleichungen zusammenfassen
7u

g(T) =1+ A@)/[).
Um ¢'(T) = 0 zu erreichen, brauchen wir also nur
Alz) = =(f(=)™
zu wéhlen. Damit wird
glz) =z — (f'(x))" f(x) . (3.1)
und das Iterationsverfahren zur Losung von f(x) = 0 lautet
e = — ()T (") (3.2)

In dieser Form verlangt das Verfahren die Inversion von f’(z*). Dies ist fiir
grofle n unzweckmaéafig. Man schreibt daher

Ja) @ =2t + f@*) =0 (3.3)
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Dies ist das Newton-Verfahren zur Losung von f(x) = 0. Man hétte es auch
einfacher durch Linearisierung herleiten kénnen. Ist 2* eine Niherung fiir die
gesuchte Losung 7, so hat man fiir f € C?*(D)

Fla) = J(@") + @)@ =2 + O (o = 2*|%) .

Man vernachlissigt nun O(]|z — 2*||?) und nimmt als neue Ndherung =
fiir T die Losung von

k+1

0= fa") + f'(a") (e —2") .

Dies ist genau (3.3). Im R' ersetzt das Newton-Verfahren also die Kurve
y = f(x) durch die Tangente in z* und berechnet z**! als Nullstelle der
Tangente.

Beispiel:  Wir Iésen in R' die Gleichung #2—2 = 0, berechnen also T = /2.
Es ist

flw) =a* =2, «@=w—£i§:x‘ﬁ£2=%W+§»

Mit z° = 1 erhalten wir

k oz Anzahl der korrekten Dezimalen
0 1 1
1 1.5 1
2 1.417 3
3 1.414216 6
4 1.414213562 10

Satz 3.3.1 Die Abbildung f : R" — R" besitze die Nullstelle T, sei in einer
Umgebung von T zweimal stetig differenzierbar, und f'(T) sei invertierbar.
Dann gibt es eine Umgebung D von T, so daff das Newton-Verfahren fir alle
2% € D quadratisch gegen T konvergiert.

Beweis:  Sei g(z) = — (f'(2))" f(x). Wegen g(T) = 0 gibt es eine Um-
gebung D von T mit ||¢'(x)|| < 1/2 fiir « € D. Nach Satz 111.2.3 konvergiert
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das Tterationsverfahren z*t! = g(z*), also das Newton-Verfahren, gegen 7,

wenn nur z° € D.

Zum Nachweis der quadratischen Konvergenz bilden wir
DT =t T (ST () - f(@))
Der Satz von Taylor liefert
J@*) = (@) = [(a") (@ = 7) +o(T = 2")
le(@ — M) < Mz — *||?

mit einer Konstanten M, welche die zweiten Ableitungen von f enthélt. Dazu
setzen wir D so klein voraus, dafl f € C?(D). Es folgt

gt = b7 — (2 —7) — (f(2"))te(T — 2F)
Pty (- 2¥).
Sei nun N eine Konstante mit ||(f/(z¥))”' || < N. Dann gilt
lo"*! — 7| < NM|J" — =],

und dies bedeutet quadratische Konvergenz.

Was passiert, wenn f/(Z) nicht invertierbar ist? - Wir betrachten den Fall

n=1.Seialso f(z) =0, feC? f(z)=0,aber f'(T) # 0. Dann ist
fl@) = (z=7)p(x) . p(@) #0
mit p € C2. Wir berechnen
fi(x) = 2(a=T)p(x)+(z—=7)*p'(x), f["(x) = 2p(z)+4(z—T)p' () +(x—7)*p" ()
und erhalten fiir g(z) = = — f(z)/f'(z)

(=) N f@)f"(z) _ (z —7)*p(x)(2p(x) + Oz — 7))
f(x) 7 () Ao —7)%(p(x) + Oz —7))?

= L1+ 0 —7).

Jg(x) =1
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Alsoist ¢’() = L, und nach Satz I11.2.3 folgt lineare Konvergenz. Fiir f'(T) =
0 konvergiert das Newton-Verfahren also immer noch, aber die quadratische
Konvergenz geht verloren.

Der Rechenaufwand fiir das Newton-Verfahren wird im wesentlichen durch
die Berechnung von f'(x) bestimmt. Es gibt verschiedene Varianten des
Newton-Verfahrens, die diesen Aufwand reduzieren.

1. Das vereinfachte Newton-Verfahren

Hier ersetzt man einfach (f/(l’k))_l durch (f’(:z;o))_l, iteriert also gemaf}
Fia®) (@™t —a¥) = —f(a") .

Man hat immer noch lokale Konvergenz, aber die quadratische Konvergenz
geht verloren.

2. Das Sekanten-Verfahren (“Regula falsi”) (n = 1)

Hier ersetzt man die Tangente des Newton-Verfahrens durch die Sekante in

den Punkten a*, %=1 also

Y Y

x5
B
—

xr —

und nimmt als neue Niherung z*+! die Nullstelle dieser Sekante, also

— (f(w’“)—f(x’“‘l))_l ey

zk — pk-1

Mit anderen Worten: Man ersetzt f/(z*) durch den Differenzenquotienten in

2%, ¥, Dies ist auch in € sinnvoll.

Satz 3.3.2 Sei f : R — R in einer Umgebung der Nullstelle T zweimal stetig
differenzierbar, und sei f'(T) # 0. Dann gibt es eine Umgebung D von T, so
dafy das Sekanten-Verfahren fiir jede Wahl von 2°, 2 in D gegen T konver-
giert, und zwar gilt ||T — z*|| < e, wobei ¢, — 0 mit der Konvergenzordnung

(1++/5)/2 =1.618.
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Beweis:
(a) Es gibt eine Konstante C, so daf
2" —F| < Cla* =T =7, k=1,2,...

Hierzu schreiben wir

I [ B (T
U e = ) = P e =)
- FE)

mit ¢ zwischen z* und 2*~!. In einer Umgebung D von T ist
[f'(@)fzm>0, [f(z)] <M

und daher
M — 7| < |2F — 7|
falls @), xx_1 € D. Ist D = [T —&,7 + ¢] und 2°, 2* € D, so folgt also

22 — 7 < &2 und fiir e <1 ist auch x, € D. Damit bleiben alle
zFin D, und (a) ist gezeigt.

(b) Wir setzen e¢/* = C|2z* — 7|. Dann wird

Jrpr < fr 4 feo1

Sel FO = F1 = 1 und Fk_|_1 = Fk + Fk—l- Ist |f0|7 |f1| S 1, SO gllt
offenbar fr < Fy, £ =0,1,.... Die F} kann man leicht berechnen. Mit
T = %(1 + \/5) ist
Frp=arf 4 e(-1)7",
72 1

1472 7 02:1+T2.

Cc1p =
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Wir setzen nun ¢; = ef*. Dann ist

€k _ eFk—TFk—l — €c2((—7)_k—7(—7)_k+1)
a7
k—1

und dies strebt wegen 7 > 1 fiir & — oo gegen 1. Also gilt e < ¢ce]_;
fiir ein geeignetes ¢ > 0, und

1 1 1
2% —F| < —efr < —efk = —g
¢ ¢ ¢

Die Behauptung des Satzes folgt mit ¢, = &;/c.
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Kapitel 4

Iterationsverfahren fiir lineare
Gleichungssysteme

4.1 Gesamt- und Einzelschrittverfahren

Das Standardverfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme ist das Elimi-
nationsverfahren. Bei sehr groflen Systemen mit spezieller Struktur kénnen
iterative Verfahren aber glinstiger sein. Dies trifft insbesondere zu auf linea-
re Systeme, deren Matrizen nur sehr wenige von Null verschiedene Elemente
haben (diinnbesetzte Matrizen).

Sei Az = b zu losen. Sei A =D + L + R mit

0