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Kapitel �

Lineare Gleichungssysteme

��� Das Eliminationsverfahren

Sei K der K�orper der komplexen oder der K�orper der reellen Zahlen� A sei
eine �n� n��Matrix �uber K und b ein Vektor der L�ange n� Wir betrachten das
lineare Gleichungssystem

Ax � b �����

f�ur den n�Vektor x� Aus den Anfangsvorlesungen ist bekannt� da� ����� genau
dann f�ur alle b eindeutig l�osbar ist� wenn det �A� �� �� Es gibt auch eine
explizite Formel f�ur die L�osung x� n�amlich die Cramer�sche Regel� Sei Aj die
Matrix� die aus A durch Ersetzen der j�ten Spalte mit b entsteht� Dann gilt
f�ur die j�te Komponente xj von x

xj �
det�Aj�

det�A�
� j � �� � � � � n � �����

Dies ist eine f�ur den Mathematiker vollkommen befriedigende L�osung des
Problems� Sie ist vollkommen einfach und explizit� und gilt immer dann�
wenn das Problem sinnvoll ist� d�h� wenn det �A� �� ��
F�ur die Numerik ist ����� aber vollkommen nutzlos� Der Rechenaufwand

zur Auswertung von ����� ist n�amlich viel zu hoch� Die Berechnung von
det �A� nach der De�nition der Determinante als Summe von n� Produkten
mit je n Faktoren �wir werden sp�ater schnellere Methoden kennenlernen�
erfordert n��n � �� Multiplikationen und n� � � Additionen�Subtraktionen�
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Das gleiche gilt f�ur det �Aj�� Also ben�otigen wir zur Auswertung von �����

�n� ���n��n� �� Mult� � �n�� �� Add��Sub�� � n Divisionen �����

In Komplexit�atsbetrachtungen dieser Art interessieren uns nur die Terme
h�ochster Ordnung in n� Die anderen fassen wir durch das O�Symbol �O f�ur
Ordnung� zusammen�Wir schreiben O�g� f�ur jeden Ausdruck� der sich in der
Form

jO�g�j � Cjgj � g ��
absch�atzen l�a�t mit einer von g unabh�angigen Konstanten C� F�ur �����
k�onnen wir dann schreiben

�n� ��� Mult� � O��n� ���� weitere Operationen � �����

Man interessiert sich dann nur f�ur den ersten Term �n� ���� nimmt also an�
n sei so gro�� da� dieser Term �uberwiegt� F�ur n � �� ist �n���� � ��� �����
eine f�ur die praktische Rechnung ganz absurde Zahl�

An dieser Stelle wollen wir gleich unsere Notation f�ur Dezimalzahlen oder
Gleitkommazahlen ��oating point� erl�autern� Mit ��� z�B� meinen wir eine
reelle Zahl� welche nach Rundung auf � Stelle hinter dem Dezimalpunkt ���
ergibt� Die Schreibweise x � ��� meint also� da� ���� � x � ����� Wir wollen
diese Vereinbarung aber nicht allzu pedantisch verstehen� den Begri� der
Rundung also nicht ganz pr�azisieren�

Wir werden nun das Eliminationsverfahren zur L�osung von ����� besprechen�
Dieses wurde zwar in der Schule und in den Anf�angervorlesungen schon be�
handelt� Es gibt aber spezielle numerische Aspekte� die uns zwingen� noch
einmal ganz von vorne anzufangen� Wir schreiben dazu ����� ausf�uhrlich in
der Form

a���x� � a���x� � � � �� a��nxn � b� �

a���x� � a���x� � � � �� a��nxn � b� �
� � � �����

an��x� � an��x� � � � �� an�nxn � bn �

Sei det �A� �� �� Dann ist mindestens ein ai�� �� ��
Eventuell nach einer Zeilenvertauschung k�onnen wir a��� �� � annehmen� Wir
eliminieren nun aus den Gleichungen � bis n die Variable x�� indem wir zu
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den Zeilen von � bis n das �i�� � ai���a���fache der ersten Zeilen subtrahieren�
i � �� � � � � n� Es entsteht dann das zu ����� �aquivalente System

a���x� � a���x� � � � �� a��nxn � b�

�a��� � ����a����x� � � � �� �a��n � ����a��n�xn � b� � ����b�
� � � ���
�

�an�� � �n��a����x� � � � �� �a��n � ����a��n�xn � bn � ����b�

Es enth�alt in den Zeilen �� � � � � n nur noch die Variablen x�� � � � � xn� Diese
Zeilen bilden also ein lineares System von n� � Gleichungen in n� � Unbe�
kannten� Wir schreiben es als

a
���
���x� � � � �� a

���
��nxn � b

���
�

� � � ���
�

a
���
n��x� � � � �� a���n�nxn � b���n

a
���
i�k � ai�k � �i��ai�k � i� k � �� � � � � n �

b
���
i � bi � �i��b� � i � �� � � � � n �
�i�� � ai���a��� � i � �� � � � � n �

Ist ���
� gel�ost� so bekommtman eine L�osung von ���
� �und damit von �����
oder ������ durch

x� � �b� � a���x� � � � � � a��nxn��a�� �

Das lineare System ���
� wird nun genauso behandelt wie ������ Man elimi�
niert x� aus den Gleichungen �� � � � � n � eventuell nach Zeilenvertauschung �
und bekommt dann ein lineares System von n� � Gleichungen f�ur die n� �
Unbekannten x�� � � � � nn� So geht man rekursiv vor� bis man bei einem System
mit nur einer Unbekannten ankommt� das man direkt l�ost�






Wir wollen f�ur das Eliminationsverfahren ein rekursives Programm schreiben�

elim �A� b� x� j� n�

�� L�ost
nP

k�j
ai�kxk � bi � i � j� � � � � n ��

f Zeilenvertauschung �� �
for i � j � �� � � � � n
f � � ai�j�aj�j �
for k � j � �� � � � � n ai�k � ai�k � � � aj�k �
bi � bi � � � bj �

g
if �j � n� elim �A� b� x� j � �� n��
xj � bj�
for k � j � �� � � � � n xj � xj � aj�k � xk�
xj � xj�ai�j�

g

Die L�osung des Systems ����� geschieht nun einfach durch den Aufruf

elim�A� b� x� �� n� �

Die in diesem Programm noch nicht spezi�zierte Prozedur Zeilenvertau�
schung sucht unter den Elementen ai�j� i � j ein von Null verschiedenes�
etwa ai��j� und vertauscht dann die Zeilen j und i�� Das Element ai��j hei�t
dann das Pivot� Zeile i� die Pivotzeile� und Spalte j die Pivotspalte� Also�

Zeilenvertauschung ���

f Suche i��
for k � j� � � � � n swap �ai��k� aj�k��
swap �bi� � bj��

g
In der Regel wird man mehrere i� zur Auswahl haben� Rein mathematisch
gesehen ist es gleichg�ultig� welches wir nehmen� F�ur die Numerik ist es aber
entscheidend� da� man aus den m�oglichen Indizes i denjenigen ausw�ahlt� f�ur
den jai�jj maximal ist� Man bestimmt also i� so� da� jai��jj � jai�jj� i �
j� � � � � n� Dieses i� ist im allgemeinen immer noch nicht eindeutig bestimmt�






aber das spielt nun auch numerisch keine Rolle mehr� Wir sprechen von
maximaler Spaltenpivotsuche�

Um zu verstehen� warum es gut ist� das Pivotelement m�oglichst gro� zu
w�ahlen� m�ussen wir uns Gedanken �uber die Entstehung und Fortsp�anzung
von Rundungsfehlern machen�

Sei x eine reelle Zahl und �x eine N�aherung f�ur x� Dann nennen wir jx � �xj
den absoluten und j�x� �x��xj den relativen Fehler von �x� letzteres nat�urlich
nur� wenn x �� �� Ist �x ein gerundeter Wert von x� so sprechen wir von den
absoluten bzw� relativen Rundungsfehlern�

Aus einem kleinen Fehler am Anfang kann ein gro�er Fehler am Ende werden
�so schon Aristoteles im �� Buch der Methaphysik�� Betrachten wir einmal
folgende ��stellige Rechnung

�����
 � ������ � ������ �
Die beiden Operanden haben gem�a� unserer Schreibweise je einen absoluten
Fehler � � � ����� Daraus wird im Resultat ein absoluter Fehler von maximal
���	� F�ur die relativen Fehler bedeutet das ein gewaltiges Anwachsen� Aus
� � ���� in den Operanden wird 	 � ���� im Resultat� Wir sehen� da� bei der
Subtraktion nahezu gleichgro�er Zahlen der relative Fehler stark ansteigt�
Wir sprechen von Ausl�oschung� Alle anderen Operationen� also Addition �von
Zahlen gleichen Vorzeichens�� Multiplikation und Division� f�uhren zu keiner
Verst�arkung des relativen Fehlers� Ausl�oschung ist das Problem Nr� � der
Numerik�

Gl�ucklicherweise verursachen die meisten Ausl�oschungen keine Probleme� Bei
der Analyse und dem Entwurf numerischer Algorithmen m�ussen Ausl�oschun�
gen erkannt und � durch geeignete Gestaltung des Algorithmus � unsch�adlich
gemacht werden� Dies wollen wir an Hand des Eliminationsverfahrens einmal
vorf�uhren�

Die einzige Rechenoperation� die beimEliminationsverfahren ausgef�uhrt wird�
ist

ai�k � �i�jaj�k � �i�j � ai�j�aj�j �

Wir wollen annehmen� da� alle Elemente von A die gleiche Gr�o�enordnung
haben� etwa �� Ausl�oschung bedeutet dann� da� ein sehr kleines ai�k auftritt�
Dieses hat dann notwendigerweise gro�en relativen Fehler� Wir unterscheiden
drei F�alle�

	



�� Das kleine Element ai�k steht nicht in Spalte j� Dann kann ai�k� �i�jaj�k
trotz des gro�en relativen Fehlers von ai�k genau berechnet werden� da
ai�k im Vergleich zu �i�jaj�k sehr klein ist� Die Ausl�oschung ist harmlos�

�� Das Element ai�j in der j�ten Spalte unterhalb des Elementes aj�j f�allt
klein aus� Dann ist �i�j klein und hat gro�en relativen Fehler� ai�k �
�i�jaj�k kann aber trotzdem genau berechnet werden� weil �i�jaj�k klein
gegen�uber ai�k ist� Wieder ist die Ausl�oschung harmlos�

�� aj�j f�allt klein aus� Jetzt wird �i�j gro� und falsch� ai�k � �i�jaj�k kann
nicht mehr genau berechnet werden� Die Ausl�oschung ist nicht harmlos�

Der Ausl�oschungse�ekt ist also um so gr�o�er� je kleiner das Pivot aj�j ist� Im
Prinzip k�onnte man jedes Element unterhalb und rechts von aj�j als Pivot
nehmen� Dies w�urde Zeilen� und Spaltenvertauschungen erfordern� Die Praxis
und auch die mathematische Theorie zeigen aber� da� es gen�ugt� das betrags�
gr�o�te Element unterhalb von aj�j zu w�ahlen� So kommt man zur maximalen
Spaltenpivotsuche�

Spaltenpivotsuche ���

f piv � jajjj� i� � j�
for i � j � �� � � � � n
if �jai�jj � piv� fpiv � jai�jj� i� � i � g
if �piv � �� fprint ��Matrix singul�ar��� exit ����g
for k � j� � � � � n swap �aj�k� ai��k��
swap �bj� bi���

g

Unser Programm f�ur das Eliminationsverfahren enth�alt einen rekursiven Pro�
zeduraufruf� Das ist zwar elegant� aber ine�zient� Au��osen der Rekursion
f�uhrt zum endg�ultigen Programm�
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elim �A� b� x� n� �� L�ost Ax � b ��

for j � �� � � � � n
f Spaltenpivotsuche �� �

for i � j � �� � � � � n
f � � aij�ajj �
for k � j � �� � � � � n aik � aik � � � ajk �
bi � bi � � � bj �

g
g

for j � n� � � � � �
f xj � bj�
for k � j � �� � � � � n xj � xj � aj�k � xk�
xj � xj�ajj�

g

Wir wollen die Anzahl der Rechenoperationen beim Eliminationsverfahren
bestimmen� Da eine Multiplikation meist zusammen mit einer Add��Sub�
auftritt� vereinbart man

� �op ��oating point operation� � � Mult��Div� � � Add��Sub� �

Sei Kj die Anzahl der �ops f�ur den j�ten Eliminationsschritt� Es ist

Kj � �n� j�� �O�n� j� �

also
n��X
j��

Kj �
n��X
j��

�
�n� j�� �O�n� j�

�
�
�

�
n� �O�n�� �

Man vergleiche dies mit der Anzahl der Operationen ����� f�ur die Cramer�sche
Regel�
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��� Die LR�Zerlegung

Wir wollen nun den Eliminationsprozess in einer anderen Form darstellen�
Wir nennen die �n� n��Matrix L � ��i�k� linke Dreiecksmatrix� wenn �i�k � �
ist f�ur k � i� Ebenso nennen wir die �n� n��Matrix R � �ri�k� rechte Drei�
ecksmatrix� wenn ri�k � � ist f�ur i � k� Die invertierbaren linken �und auch
rechten� Dreiecksmatrizen bilden eine Gruppe bez�uglich der Multiplikation�

Unter der LR�Zerlegung einer �n� n��Matrix A versteht man die Berechnung
von Dreiecksmatrizen L� R mit A � LR� Ist die LR�Zerlegung hergestellt�
kann Ax � b durch

Ly � b � Rx � y

ersetzt werden� Diese Systememit Dreiecksmatrizen k�onnen durch sogenann�
tes Vorw�arts� bzw� R�uckw�artseinsetzen gel�ost werden�

y� � b������ � xn � yn�rn�n �
y� � �b� � ����y������� � xn�� � �yn�� � rn���nxn��rn�n �

���
���

yn � �bn � �n��y� � � � � � �n�n��yn����n�n� x� � �y� � r���x� � � � � � r��nxn��r��� �

Jeder dieser Prozesse erfordert �
�n

�� O �n� �ops�

Zur Herstellung der LR�Zerlegung verwenden wir die Elementarmatrizen�

Lj �

�
BBBBBBB�

�
� � �

�

��j
��j
� � �

��n�j �

�
CCCCCCCA

�

Sie weichen nur in der j�ten Spalte unterhalb des Diagonalelementes von
der Einheitsmatrix ab und enthalten dort die Elemente ��j
��j� � � � ���n�j�
Elementarmatrizen gen�ugen einigen einfachen Rechenregeln�

��



�� Anwendung auf einen Vektor�

Lj

�
BBBBBBBBBB�

a�
���
aj
aj
�
���
an

�
CCCCCCCCCCA
�

�
BBBBBBBBBB�

a�
���
aj
aj
� � �j
��jaj
���
an � �n�jaj

�
CCCCCCCCCCA

�� Anwendung auf eine �n�m��Matrix A � LjA entsteht aus A durch
Subtraktion des �i�j�fachen der j�ten Zeile von der i�ten Zeile� i �
j � �� � � � � n� Dies ist genau die Operation� die wir beim j�ten Elimina�
tionsschritt durchgef�uhrt haben�

�� Aus �� folgt sofort� Lj ist invertierbar� und L
��
j entsteht aus Lj durch

Streichen der Vorzeichen der �i�j�

�� Das Produkt LjLk� j � k� berechnet sich durch ��Uberlagern� von Lj�
Lk�

LjLk �

�
BBBBBBBBBBBBBB�

�
� � �

�

��j
��j
� � �

��� �

��k
��k
� � �

��n�j ��n�k �

�
CCCCCCCCCCCCCCA

Neben den Elementarmatrizen ben�otigen wir noch Permutationsmatrizen� Sei
fi�� � � � � ing eine Permutation von f�� � � � � ng und sei ei der i�te Einheitsvektor
in Kn� Dann ist

P �

�
BB�

e�i�
���
e�in

�
CCA

die zur Permutation fi�� � � � � ing geh�orende Permutationsmatrix� Auch Per�
mutationsmatrizen gen�ugen einfachen Rechenregeln�

��



�� Anwendung auf einen Vektor�

P

�
BB�

a�
���
an

�
CCA �

�
BB�

ai�
���
ain

�
CCA

�� Anwendung auf eine �n�m��Matrix A � PA entsteht aus A durch Per�
mutation der Zeilen entsprechend der Permutation fi�� � � � � ing�

�� AP � entsteht aus A durch Permutation der Spalten gem�a� der Permu�
tation fi�� � � � � ing�

�� P ist invertierbar� und P�� � P �� Insbesondere ist PP � � P �P � I�
also P unit�ar�

Zum Schlu� wollen wir noch das Zusammenspiel von Elementar� und Per�
mutationsmatrizen betrachten� Sei P eine Permutationsmatrix� welche nur
Zeilen � j vertauscht� d�h� i� � �� � � � � ij � j� Dann gilt PLjP

� � L�j� wobei
L�j die gleiche Form wie Lj hat� aber mit �gem�a� der Permutation� vertausch�
ten Elementen ��k�j � �ik�j� k � j� Dies sieht man sofort� wenn man

Lj � I �

�
BBBBBBB�

�
� � �

�

��j
��j
� � �

��n�j �

�
CCCCCCCA

schreibt und die Wirkung von Links� bzw� Rechtsmultiplikationen mit P und
P � studiert� Es folgt die Vertauschungsrelation PLj � L�jP �

Wir k�onnen nun das Eliminationsverfahren durch rekursive Linksmultipli�
kation der Matrix �A� b� mit Permutations� und Elementarmatrizen darstel�
len� Sei Pj die Permutations� und Elementarmatrix� welche die Zeilenvertau�
schung �z�B� durch maximale Spaltenpivotsuche� vor dem j�ten Eliminations�
schritt ausf�uhrt� Pj vertauscht also nur die Zeilen j� � � � � n untereinander� Sei
Lj die Elementarmatrix mit �i�j � ai�j�ai�j� wobei ai�j nun das �i� j��Element
vor Beginn der Elimination im j�ten Eliminationsschritt� also unmittelbar
nach Anwendung von Pj ist� Das Eliminationsverfahren lautet dann

Ln��Pn�� � � �L�P�L�P��A� b� � �R� y� �

��



Dabei istR die rechte Dreiecksmatrix� die im Laufe des Eliminationsprozesses
entsteht� und y die zugeh�orige rechte Seite� Das Produkt auf der linken Seite
kann man durch die Vertauschungsregel PkLj � L�jPk� k � j� vereinfachen�
F�ur n � � ist z�B�

L�P�L�P�L�P� � L�P�L�L
�
�P�P�

� L�L
�
�P�L

�
�P�P�

� L�L
�
�L

��
�P�P�P�

� L��P �

L � �L����
���L���

��L��� � P � P�P�P� �

Nach unseren Rechenregeln ist L eine linke Dreiecksmatrix� die durch ��Uber�
lagern� der Elemente �i�j � i � j� entsteht� P ist diejenige Permutationsma�
trix� die alle w�ahrend der Elimination aufgetretenen Zeilenvertauschungen
ausf�uhrt�

Satz �
�
� Zu jeder �n� n��Matrix A gibt es eine Permutationsmatrix P � so
da� PA eine LR�Zerlegung mit �i�i � �� i � �� � � � � n hat�

Bemerkungen�

�� F�ur die G�ultigkeit von Satz � ist es unerheblich� ob A invertierbar
ist oder nicht� Ist A nicht invertierbar� so kann man einmal kein von Null
verschiedenes Pivotelement mehr �nden� In diesem Fall kann man den Eli�
minationsschritt unterlassen� also Lj � Pj � I setzen�

�� Wie das BeispielA �

�
� �
� �

�
zeigt� ist der Satz ohne die Permutation

P falsch�

��



��� Fehlerabsch�atzung bei linearen Gleichungs�

systemen

Im letzten Paragraphen haben wir eine Methode zur Bestimmung der L�osung
eines linearen Gleichungssystems kennengelernt�Wir werden nun die Abh�angig�
keit dieser L�osung von St�orungen untersuchen� Hierzu zun�achst ein

Beispiel�

L�ose Ax � b mit

A �

�
� �
� ����

�
b �

�
�
�

�

Wir erhalten die L�osung x �

�
�
�

�
� Statt A� b seien nun nur die fehlerbe�

hafteten N�aherungen �A� �b bekannt� Es gelte

�A �

�
���� ����
� ����

�
�b �

�
�
�

�
	 �x �

�
�������

��������
�
�

Obwohl wir also einen Fehler von nur � in den Daten haben� bekommen
wir einen Fehler von �uber ��� in der L�osung�

Wir werden versuchen� dies Ph�anomen zu erkl�aren� Hierzu wiederholen wir
einige Grundbegri�e der linearen Algebra�

De�nition �
�
� Eine Abbildung k � k � V � IR�� eines C�Vektorraums
V in die nichtnegativen reellen Zahlen hei�t Norm� falls f�ur alle x� y 
 V �
	 
 C gilt

�	 kxk � �� x � �


	 k	xk � j	jkxk
�	 kx� yk � kxk� kyk �Dreiecksungleichung	�

Beispiele�

Sei V � Cn� Wir benutzen

��



a� Euklidische Norm� kxk� �
	

nP
k��

jxkj�



b� ��Norm� kxk� �� max
k
jxkj

c� T �Norm� kxkT �� kTxk�
Wir zeigen f�ur k � kT die Dreiecksungleichung�

kx� ykT � kTx� Tyk� � kTxk� � kTyk� � kxkT � kykT
De�nition �
�
� k � k� � k � k� hei�en �aquivalent� falls es positive Kon�
stanten c�� c� gibt mit

c�k � k� � k � k� � c�k � k�

Satz �
�
� In endlich�dimensionalen Vektorr�aumen sind alle Normen �aqui�
valent�

Beweis� In jedem der angegebenen Lehrb�ucher�

Korollar �
�
� Sei �xn� Folge im Vektorraum V und V endlich�dimensional�
Seien jj � jj� und jj � jj� Normen in V � Dann gilt�

xn konvergiert gegen x bez�uglich Norm k � k�
� xn konvergiert gegen x bez�uglich Norm k � k��

Beweis� kxn � xk� � c�kxn � xk� n��� �

kxn � xk� � �
c�
kxn � xk� n��� �

Wir wollen nun spezielle Normen im Vektorraum der Matrizen de�nieren�

De�nition �
�
� Sei k � k eine Norm des Cn� Dann hei�t

k � k � C�n�n� � IR�� � kAk �� sup
x�Cn

kAxk
kxk

die zugeordnete Matrizennorm�

�




Bemerkung� Es gilt

kAk � sup
x�Cn

kAxk
kxk � sup

x�Cn
kA x

kxkk � sup
kxk��� x�Cn

kAxk �

Korollar �
�
� k � k hat folgende Eigenschaften�

�	 k � k ist eine Vektorraumnorm im Vektorraum der Matrizen�


	 Sei 
 Eigenvektor von A� Dann gilt kAk � j
j�
Beweis� Sei x Eigenvektor von A zum Eigenwert 
� kxk � ��
Dann ist kAk � kAxk � k
xk � j
jkxk � j
j�

�	 kABk � kAkkBk�
Beweis� Sei B �� ��

kABk � sup
x�IRn

kABxk
kxk � sup

x�IRn� Bx ���

kABxk
kBxk � kBxkkxk � kAk � kBk�

Beispiele�

a� Unendlichnorm� Sei kxk� � �� A �� ��

kAxk� � max
i
j

nX
k��

aikxkj

� max
i

nX
k��

jaikjjxkj

� max
i

nX
k��

jaikj� also kAxk� � max
i

nX
k��

jaikj �

Das maxi
nP

k��
jaikj werde f�ur i � j angenommen� De�niere

�xk ��

�
aik�jaikj � aik �� �
� sonst �

�




Dann gilt k�xk � �� und

kA�xk� � max
i
j

nX
k��

aikxkj � j
nX

k��

ajkxkj �
nX

k��

jajkj � max
i

nX
k��

jaikj �

Also gilt kAk � maxi
nP

k��
jaikj�

b� Euklidische Norm� Es gilt kAk� � ��A�A����� wobei ��x� der Betrag
des betragsm�a�ig gr�o�ten Eigenwerts von X ist�
Beweis� �Ubungsaufgabe 
�

c� T!Norm�

k � kT � kAkT � sup
x�IRn

kTAxk�
kTxk� � sup

Ty�IRn

kTA��yk�
kTT�� � yk�

� sup
y�IRn

kTAT��yk�
kyk� � kTAT��k� �

Wir haben gezeigt� da� ��A� � A f�ur jede Matrix A und da� f�ur hermitesche
Matrizen kAk� � ���A�A����� � ��A����� � ��A�� Man kann daher fragen�
Gibt es f�ur jede Matrix A eine �von A abh�angige� Vektornorm k � kA� so da�
kAkA � ��A�" Die Antwort ist nein� aber es gilt der

Satz �
�
� Zu jedem A 
 C�n�n� und jedem � � � existiert eine Vektornorm
k � kA�� auf dem Cn� so da� f�ur die zugeordnete Matrixnorm

kAkA�� � ��A� � � �

gilt�

Beweis� Sei

D � diag��� �� � � � � �n��� �

�
BBBB�
�

� O
� � �

O �n��

�
CCCCA �

�	



Bei der Bildung von BD f�ur eine Matrix B wird Spalte k von B mit �n��

multipliziert� Bei der Bildung von D��B wird Zeile k von B mit ��n
� mul�
tipliziert�
Sei nun J � P��AP die Jordan!Normalform von A� J hat die Form�

BBBBB�

� �� O

� � � � � �
� � � �n��

O 
n

�
CCCCCA �

wobei die 
n Eigenwerte von A sind und �� 
 f�� �g� Dann hat C �� D��JD
die Form �

BBBBB�

� ��� O

� � � � � �
� � � ��n��

O 
n

�
CCCCCA �

De�niere kxkA�b �� kxkT mit T �� �PD���� Dann gilt�

kAkT � kD��P��APDk� � kCk� � ��A� � � �

Wir haben damit alle ben�otigten Hilfsmittel zur Verf�ugung gestellt� Zur Un�
tersuchung der Fehlerabh�angigkeit benutzen wir

De�nition �
�
� Sei A 
 C�n�n� invertierbar� Dann hei�t k�A� � kAkkA��k
die Kondition von A bez�uglich k � k�

Satz �
�
� Sei A 
 Cn	n invertierbar� und #A 
 C�n�n� eine Matrix mit
kA��kk#Ak � �� Dann gilt�

a� �A�#A� ist invertierbar�

k�A�#A���k � kA��k
��kA��kk�Ak�

b� Sei b 
 Cnnf�g�#b 
 Cn� Seien x� #x die L�osungen von Ax � b und
�A�#A��x�#x� � �b�#b�� Dann gilt

��



k#xk
kxk � k�A�

� � k�A�k�AkkAk
fk#AkkAk �

k#bk
kbk g �

Beweis�

zu a� A�#A � A�I �A��#A�� Es gilt f�ur y �� ��

k�I �A��#A�yk � kyk � kA��#Ayk � kyk��� kA��kk#Ak� � ��
Die zur Matrix �I �A��#A� geh�orende lineare Abbildung ist also in�
jektiv und damit ein Vektorraumisomorphismus als Abbildung von Cn

nach Cn� Deshalb sind �I � A��#A� und A � #A � A�I � A��#A�
invertierbar�

Setze nun y �� �I �A��#A���x� Durch Einsetzen erhalten wir

kxk � k�I �A��#A���xk��� kA��kk#Ak� �
F�ur jedes x �� � gilt damit

k�I �A��#A���xk � �

� � kA��kk#Ak � kxk

oder

k�I �A��#A���k � �

�� kA��kk#Ak �

Damit gilt�

k�A�#A���k � k�I �A��#A���A�� � kA��k
�� kA��kk#Ak

zu b� Wir betrachten zun�achst das Gleichungssystem

�A�#A��x�#x� � b�#b

Ax � b�

Durch Subtraktion erhalten wir

�A�#A�#x � b�#A � x

��



und damit
#x � �A�#A����b�#A � x��

Mit den Norm!Rechenregeln gilt�

k#xk
kxk � �

kxkk�A�#A�
��kkb�#A � xk

� kA��k
�� kA��kk#Ak

�k#bk
kxk � k#Ak

�

�
k�A�

�� k�A�k�Akk�k

� k#bk
kAkkxk �

k#Ak
kAk

�

� k�A�

�� k�A�k�AkkAk

�k#bk
kbk �

k#Ak
k#k

�

Bei kleinem Fehler k#Ak wird der relative Fehler von Matrix und Ergebnis�
vektor um den Faktor k�A� erh�oht �verst�arkt��

Wir wollen nun unser einf�uhrendes Beispiel aufkl�aren� Es galt�

A �

�
� �
� ����

�
� A�� �

�
�� ����

���� ���

�
�

Wir erhalten�
k�A�� � � � ��� � ��� �

Wir m�ussen also damit rechnen� da� ein gegebener Anfangsfehler in A und
b sich um einen Faktor ��� verst�arkt in x auswirkt�

Wir betrachten das Beispiel nun geometrisch� Die L�osung des Gleichungssy�
stems l�a�t sich auch graphisch als Schnittpunkt von zwei Geraden bestimmen�

��



�����

�����

�����

Gra�sche Darstellung des Modellproblems

Eine kleine �Anderung von A oder b bewirkt eine gro�e �Anderung der Koor�
dinaten des Schnittpunktes�

Wir wollen die Fehlerbetrachtungen auf die Rundungsfehler anwenden� Bei
L�osung von Ax � b entstehen zun�achst bei der Eingabe auf dem Rechner
Rundungsfehler #A � A� �A� #b � b� �b� Wir f�uhren die Maschinengenau�
igkeit

eps � max
x���

����x� �xx

���� �����

ein� wo x alle reellen Zahlen durchl�auft und �x die Rundung von x bedeutet�
Bei m�stelliger dezimaler Gleitpunktarithmetik ist eps � ���m� der genaue
Wert h�angt von Zahldarstellung und Rundungsoperation ab� Der Exponen�
tenbereich unserer Maschine wird als unendlich angenommen�

Es ist dann k#Ak
kAk � eps �

k#bk
kbk � eps �

Die Anwendung des Satzes verlangt nun zun�achst einmal

k�A� eps � � � �����

Ist dies der Fall� so folgt aus dem Satz f�ur die L�osung �x von �A�x � �b mit

��



#x � x� �x
k#xk
kxk � k�A�eps � �����

Wir nennen dies den unvermeidbaren Fehler� Er ist nicht durch den verwen�
deten Algorithmus zur L�osung von Ax � b bedingt� sondern allein durch die
Maschinengenauigkeit und die Kondition von A bestimmt�

��



��� Die Cholesky�Zerlegung

Eine �n� n��Matrix A � �aij� hei�t hermitesch� wenn A � A� oder aij � aji�
Falls A hermitesch ist� ist �x�Ay� � �Ax� y� reell� und A besitzt n reelle
Eigenwerte und ein zugeh�origes Orthogonalsystem von n Eigenvektoren� Ist
dar�uber hinaus �x�Ax� � �� so hei�t A positiv semide�nit� Ist �Ax� x� �
� f�ur x �� �� so hei�t A positiv de�nit� Ist A positiv de�nit� so o�enbar
auch alle Untermatrizen �aij�k
i�j
� mit k � �� insbesondere sind also die
Diagonalelemente positiv�

Wir wollen annehmen� die positive de�nite Matrix A besitze eine LR � Zer�
legung� Sei also A � LR und �i�i � �� i � �� � � � � n� Dann ist A� � R�L��
also A � R�L� eine weitere LR�Zerlegung von A� Sei D die Diagonale von
R� Dann ist A � R��D����D�L� eine LR�Zerlegung von A� deren linker
Faktor nur ��sen auf der Hauptdiagonalen hat� Nach der Eindeutigkeit der
LR�Zerlegung �Aufgabe �� ist also L � R��D���� und D�L� � R� Es folgt
D � D�� also D reell �im Falle K � C� sonst ist diese Aussage leer�� Es ist
also R � DL� mit einer reellen Diagonalmatrix D� d�h� R und L� stimme
bis auf eine reelle Diagonalmatrix �uberein� Nach geeigneter Fixierung der
Diagonalen von L kann man also R � L� annehmen� und wir kommen zu

A � LL� � �����

Dies nennt man die Choleskey�Zerlegung von A� Der folgende Satz gibt die
genaue Eindeutigkeitsbedingung� sein Beweis einen bequemen Algorithmus�

Satz �
�
� Sei A positiv de
nit� Dann gibt es genau eine linke Dreiecksma�
trix L mit positiven Diagonalelementen� so da� A � LL��

Beweis� A � LL� bedeutet elementweise geschrieben

jX
k��

�i�k�j�k � ai�j � n � i � j � � � �����

f�ur K � IR kann das � � � � Zeichen nat�urlich wegfallen� Das nichtlineare
Gleichungssystem ������ bestehend aus n�n � ���� Gleichungen f�ur ebenso
viele Unbekannte� Es l�a�t sich rekursiv au��osen� Die Gleichungen f�ur j � �
lauten

�i������ � ai�� � i � �� � � � � n �

��



F�ur i � � ergibt sich ���� �
p
a���� Dabei wurde ���� � � und a��� � � benutzt�

F�ur die weiteren Elemente der �� Spalte von L ergibt sich dann

�i�� � ai������� � i � �� � � � � n �

Damit ist die erste Spalte von L bestimmt�

Die Gleichungen ����� f�ur j � � lauten

�i������ � �i������ � ai�� � i � �� � � � � n �

F�ur j � � ergibt sich

���� �
q
a��� � j����j� �

Dabei wurde angenommen� da� der Radikand positiv ist� und da� ���� � ��
Die weiteren Elemente der �� Spalte von L ergeben sich dann zu

�i�� � �ai�� � �i������������ � i � �� � � � � n �

Damit ist auch die zweite Spalte von L bestimmt�

Wir wollen nun annehmen� Spalten �� � � � � j�� von L seien bereits bestimmt�
Dann schreiben wir die Gleichung ����� f�ur die j�te Spalte hin� also

�i���j�� � � � �� �i�j���j�j�� � �i�j�j�j � ai�j � i � j� � � � � n �

F�ur i � j ergibt sich aus �j�j � � sofort

�j�j �
q
aj�j � j�j��j� � � � � � j�j�j��j� � �����

wenn nur der Radikand positiv ist� Die weiteren Elemente der j�ten Spalte
sind dann

�i�j � �aij � �i���j�� � � � � � �i�j���j�j�����i�j � �����

Die auf der rechten Seite von ������ ����� auftretenden Elemente von L stehen
bis auf �j�j alle in den bereits berechneten Spalten von L� und �j�j ergibt sich
aus ������ Wir sehen� da� alle Elemente von L berechnet werden k�onnen�
wenn nur der Radikand in ����� immer positiv ausf�allt� Dies wollen wir nun
durch vollst�andige Induktion zeigen� F�ur j � � ist dies sicherlich richtig� Sei
es richtig bis zu einem j � �� Dann lassen sich die Spalten �� � � � � j � � von
L berechnen� Diese bilden die �n� j � ���Matrix Lj� und es gilt

��



LjL
�
j �

�
BBBBBBBBBB�

a���
� � �

aj���� � � � aj���j��
aj�� � � � aj�j�� xjj
���

� � �

an�� � � � an�j�� xn�j � � � xn�n

�
CCCCCCCCCCA

� �����

Es wurde nur die linke H�alfte der Matrix notiert� die rechte ergibt such aus
der Hermitizit�at� Die Elemente xi�j sind ohne Bedeutung mit Ausnahme von
xj�j� und dieses ist

xj�j � j�j��j� � � � �� j�j�j��j� �
Wir zeigen� da� xj�j � aj�j� W�are n�amlich xj�j � aj�j� so w�are die �j� j��Matrix�

BBBB�
a���
���

� � �

aj���� aj���j��
aj�� aj���j xj�j

�
CCCCA

�wieder haben wir nur die linke H�alfte notiert� positiv de�nit� denn dies w�are
ja schon f�ur xj�j � aj�j richtig� um so mehr also f�ur xj�j � aj�j� Damit h�atte
aber die rechte Seite von ����� mindestens den Rang j� w�ahrend die linke Seite
als Produkt von Matrizen mit h�ochstens j� � Zeilen bzw� Spalten h�ochstens
den Rang j� � haben kann� Es kann also xj�j � aj�j nicht richtig sein� Damit
ist xj�j � aj�j f�ur j � �� � � � � n� d�h� der Radikant in ����� ist immer positiv�
und L l�a�t sich in eindeutiger Weise bestimmen�

Der Beweis f�uhrt sofort zu einem Programm f�ur die Cholesky�Zerlegung�

�




Cholesky �A�n� � � �Uberschreibt den links unteren Teil von A mit
seiner Cholesky�Zerlegung L� Arbeitet nur auf
dem linken unteren Teil von A � �

f for j � �� � � � � n
for i � j � �� � � � � n
f s � ai�j � ai��aj�� � � � � � ai�j��aj�j�� �
if �i � j�

f if �s � �� f print ��Matrix nicht pos� def��� �
exit ��� �

g
else aj�j � sqrt �s� �

g
else ai�j � s�aj�j �

g
g

F�ur die Anzahl der ben�otigten �ops �ndet man

nX
j��

�n� j � ���j � � � O���� � �


n� �O�n�� �

Dies entspricht dem Eliminationsverfahren f�ur hermitescheMatrizen �verglei�
che �Ubungsaufgabe ��� Das GleichungssystemAx � b kann nach Berechnung
von L gel�ost werden durch L�osung der Systeme Ly � b� L�x � y wie nach
der LR�Zerlegung�

�




��� Die QR�Zerlegung

SeiA eine �n�m��Matrix� n � m� mit linear unabh�angigen Spalten a�� � � � � am 

Kn� Bekanntlich kann man die Spalten von A orthogonalisieren� d�h� man
kann ein Orthonormalsystem von Vektoren q�� � � � � qm �nden� so da�

sp�a�� � � � � aj� � sp�q�� � � � � qj� � j � �� � � � �m �����

gilt� Hierbei bedeutet sp�a� b� � � �� den von a� b� � � � aufgenannten linearen Un�
terraum� Die Orthogonalisierung kann durch das Schmidtsche Verfahren ge�
macht werden� Wir setzen

q� � a��r��� � r��� � ka�k

mit der euklidischen Norm� Damit ist ����� f�ur j � � erf�ullt� Haben wir
bereits orthonormale Vektoren q�� � � � � qj�� bestimmt� so setzen wir

$qj � aj � r��jq� � � � � � rj���jqj�� �����

und bestimmen die ri�j� i � �� � � � � j � �� so� da� �$qj� qi� � �� i � �� � � � � j � ��
also

ri�j � �aj� qi� � �����

Dann setzen wir
qj � $qj�rj�j � rj�j � k$qjk �

So bestimmen wir rekursiv q�� � � � � qm� Die ri�j k�onnen nicht verschwinden�
wenn a�� � � � � am linear unabh�angig sind� O�enbar gilt

aj � r��jq� � � � �� rj�jqj � j � �� � � � �m �

Mit der �n� n��MatrixQ � �q�� � � � � qm� und der rechten �m�m��Dreiecksmatrix
R� deren �i� j��Element ri�j ist f�ur i � j lautet dies

A � QR � �����

Dies ist QR�Zerlegung von A� Nach Herleitung ist diese Zerlegung in eine or�
thonormale Matrix Q und eine rechte DreiecksmatrixR eindeutig bestimmt�
wenn man die Diagonalelemente von R positiv annimmt�

�	



Numerisch ist das Schmidtsche Verfahren v�ollig ungeeignet� Nach ������ �����
ist n�amlich

k$qjk � min
q�sp�q������qj���

kaj � qk �

$qj wird also sehr klein ausfallen� insbesondere dann� wenn aj fast linear
abh�angig von a�� � � � � aj�� ist� Bei der Berechnung von $qj treten also Ausl�oschun�
gen auf� so da� auch qj nicht genau berechnet werden kann�

Ein sehr stabiles Verfahren zur QR�Zerlegung ist das Householder�Verfahren�
Wir beschreiben es f�ur reelle Matrizen A� Es macht Gebrauch von Spiege�
lungen

S � I � �vv� � kvk � �
an der Hyperebene v�� Dabei tritt das dyadische Produkt �vv��ij � vivj auf�
Es ist

S� � �I � �vv���I � �vv�� � I � �vv� � �vv�vv�
� I � �vv� � �vv� � I

und S � S�� Also ist SS� � S� � I� d�h� S unit�ar�

Das Householder � Verfahren bestimmt Spiegelungen S�� � � � � Sm��� so da�
Sj � � �S�A in den Spalten �� � � � � j bereits rechte Dreiecksgestalt hat� Wir be�
schreiben ausf�uhrlich die Bestimmung von S�� Die erste Spalte von S�A lautet
S�a�� Wir m�ussen S� also so bestimmen� da� S�a� ein Vielfaches von e� ist�
Dies kann man auf zwei Weisen erreichen� n�amlich

��



Spiegelachse v�� Spiegelachse v�Spaltenvektor a�

Einheitsvektor e�

Spiegelung an v�� Spiegelung an v�

durch Spiegelung an v�� wo v� � �a� � 	�e���
�� 
� � ka� � 	�e�k mit
	� � 
ka�k� Zur Vermeidung von Ausl�oschung w�ahlt man 	� � ka�k sgn
�a����� Mit


�
� � ka�k� � 	�

� � �	a��� � �	��	� � a����
�v��a� � �

��
�a� � 	�e���a� � �

��
�ka�k� � 	�a����

� �
��
	��	� � a���� � 
�

erhalten wir� wie erwartet� f�ur die erste Spalte von S�A

S�a� � �I � �v�v���a� � a� � �v�v��a�
� a� � 
�v� � a� � �a� � 	�e�� � �	�e� �

Die weiteren Spalten sind

S�ak � ak � �v�v��ak � k � �� � � � �m �

S�A hat die Gestalt

S�A �

�
BBBB�
�	� r��� � � � r��m
�
��� A�

�

�
CCCCA �

��



wobei A� eine �n � �� n � ���Matrix ist� Wir eliminieren nun die Elemente
unterhalb des ��� ���Elements durch Linksmultiplikation mit einer Spiegelung
der Form

S� �

�
BBBB�
� � � � � �
�
��� I � �v�v��
�

�
CCCCA �

wo nun I die �n��� n��� Einheitsmatrix und v� 
 IRn��� kv�k � � bedeuten�
v� berechnet sich aus der ersten Spalte von A� genau so� wie sich v� aus a�
berechnete� Es wird dann

S�S�A �

�
BBBBBBB�

�	� r��� � � � r��m
� �	� r��� � � � r��m
��� �

��� A�

� �

�
CCCCCCCA

mit einer �n� �� n� ���Matrix A�� Nach m Schritten erh�alt man

Sm � � �S�A �

�
R
�

�

mit der rechten Dreiecksmatrix

R �

�
BBBB�
�	� r��� � � � r��m

� � �
���

O rm���m
�	m

�
CCCCA �

Es folgt

A � S� � � �Sm
�
R
�

�
� S

�
R
�

�
� QR �

wobei A aus den Spalten �� � � � �m von S besteht� Damit haben wir die QR�
Zerlegung von A gefunden�

Es ist nicht zweckm�a�ig� die Matrix S oder Q wirklich zu berechnen� Es
ist n�amlich sehr einfach� Sx alleine mit Hilfe der Vektoren vj 
 IRn�j
� zu

��



berechnen� Es ist n�amlich

Sjx �

�
xj��
xn�j�� � ��vj� xn�j���vj

�
� x �

�
xj��
xn�j
�

�
�

wobei xj��� xn�j
� die L�angen j � � bzw� n � j � � haben�

Dies verlangt nur ��n � j � �� � O��� �ops� Die sukzessive Berechnung von
Sx � S� � � �Smx erfordert daher etwa f�ur n � m nur m� � O�m� �ops� also
ebenso viele wie die Berechnung von Sx bei vorberechnetem S�

Ein Programm zur QR�Zerlegung berechnet also zweckm�a�igerweise nicht Q�
sondern die Spiegelungsvektoren v�� � � � � vm�

qr� dump �A�	� n�m�

� � F�uhrt die QR�Zerlegung der �m�n��Matrix A durch� Nach Ablauf enth�alt
A in und unterhalb der Diagonalen die Vektoren v�� � � � � vm und oberhalb der
Diagonalen die Au�erdiagonalelemente von R� Die Diagonalelemente von R
werden auf den Vektor 	 geschrieben� � �

f for j � �� � � � �m

f 	j � kajk� sgn �aj�j�� 
 �
q
�	j � �	j � aj�j��

aj�j � �aj�j � 	j��
�
for i � j � �� � � � � n ai�j � ai�j�
�

for k � j � �� � � � �m
f � � ��
for i � j� � � � � n � � � � aik � aij�
� � � � ��
for i � j� � � � � n ai�k � ai�k � � � ai�j�
g

g
g

Dieses Programm wird noch erg�anzt durch zwei weitere Programme� welche
Sx bzw� S�x bilden�

q� mal x�A�x� n�m�

��



� � �Uberschreibt x mit Sx nach Aufruf von
qr� dump �A�	� n�m� � �

f for j � m� � � � � �
f � � � � �aj�j � xj � � � �� an�j � xn��
for i � j� � � � � n xi � xi � � � ai�j�

g
g

q�� mal�x�A�x� n�m�
� � �Uberschreibt x mit S�x nach Aufruf von

qr� dump �A�	� n�m� � �
f Wie oben� aber j � �� � � � �mg

��



��	 Unter� und �uberbestimmte lineare

Systeme

Sei A eine �n�m��Matrix �uber K� Das lineare GleichungssystemAx � b hei�t

�uberbestimmt f�ur n � m� unterbestimmt f�ur n � m� Im ersten Fall istAx � b
in der Regel unl�osbar� im zweiten Fall in der Regel nicht eindeutig l�osbar�
Wir wollen eine verallgemeinerte L�osung vonAx � b de�nieren� welche immer
eindeutig bestimmt ist� und Verfahren zu deren Berechnung angeben�

Wir bezeichnen mit ker �A� den Nullraum� mit range �A� den Wertebereich
von A� also

ker�A� � fx 
 Km � Ax � �g �
range�A� � fy 
 Kn � � x 
 Km mit y � Axg �

Weiter bezeichnen wir f�ur lineare Unterr�aume U � V von Kn mit U � V die
Summen von Vektoren aus U � V � Ist U � V � so schreiben wir f�ur U�V auch
U � V �

Aus der linearen Algebra erinnert man� da� Ax � b genau dann l�osbar ist�
wenn b � ker �A��� Wir wollen dies etwas anders formulieren�

Satz �
�
� F�ur jede �n�m��Matrix A gilt

Kn � ker�A�� � range�A� �

Beweis� Zun�achst ist ker �A�� � range �A�� Ist n�amlich A�x � � und
y � Az� so folgt

�x� y� � �x�Az� � �A�x� z� � � �

also x � y� Es bleibt zu zeigen� da� ker �A��� range �A� � Kn ist� W�are
dies nicht der Fall� so g�abe es ein y 
 Kn mit y �� � und y � ker �A��� y �
range �A�� Wegen y � ker �A�� w�are Ax � y l�osbar� also y 
 range �A�� Dies
steht im Widerspruch zu y � range �A� und y �� ��
Als ersten Schritt zur De�nition einer verallgemeinerten L�osung schw�achen
wir den L�osungsbegri� ab� Wir verlangen nicht mehr� da� Ax � b � � ist�
sondern nur noch� da� kAx� bk m�oglichst klein ist� Dabei verwenden wir die
euklidische Norm�

��



Satz �
�
� kAx�bk nimmt genau dann f�ur x � x� sein Minimum an� wenn
A�Ax� � A�b�

Beweis� Nach Satz � ist b � b�� b� mit b� 
 range �A� und b� 
 ker �A���
Dann ist Ax� b� � b�� und wir haben

kAx� bk� � kAx� b� � b�k� � kAx� b�k� � kb�k� �
kAx� bk ist also minimal genau dann� wenn Ax� b� � �� und dies ist genau
dann der Fall� wenn A��Ax� b�� � ��

�

Bemerkungen�

�� A�Ax � A�b hei�t System der Normalgleichungen� x� hei�t Kleinste�
Quadrate�L�osung� Man spricht auch von der �Gau�schen� Methode der klein�
sten Quadrate�

�� Die Normalgleichungen sind immer l�osbar� Denn es ist ker �A� �
ker�A�A�� also

A�b 
 range�A�� � ker�A�

und damit A�b � ker �A�A��

Die zweite Bemerkung zeigt� da� die Kleinste�Quadrate�L�osung von Ax � b
immer existiert� Leider ist sie i� allg� nicht eindeutig�

De�nition �
�
� x
 hei�t verallgemeinerte �Moore�Penrose�	 L�osung von
Ax � b� wenn

�	 x
 ist Kleinste�Quadrate�L�osung�

	 Unter allen Kleinste�Quadrate�L�osungen hat x
 minimale Norm�

Satz �
�
� x
 ist eindeutig bestimmt� x
 ist genau dann verallgemeinerte
L�osung� wenn

A�Ax
 � A�b � x
 
 range�A�� �

��



Beweis� Sei x� Kleinste�Quadrate�L�osung� also A�Ax� � A�b� Nach Satz
� ist x� � x� � x� mit x� 
 range�A�� � x� 
 ker�A�� Auch x� erf�ullt die
Normalgleichungen und ist damit Kleinste�Quadrate�L�osung� Es gibt also im�
mer eine Kleinste�Quadrate�L�osung x� in range �A��� Jede weitere Kleinste�
Quadrate�L�osung x ist dann von der Gestalt x � x��y mit y 
 ker �A�A� �
ker �A�� Wegen x� � y ist

kxk� � kx�k� � kyk� �

Die Kleinste�Quadrate�L�osung x
 minimaler Norm erh�alt man also in ein�
deutiger Weise durch y � � oder x
 � x��

�

F�ur m � � und K � IR wird Satz � auch aus folgender Zeichnung klar�

x



x�

Ker�A�

Range�A��

Die gestrichelte Linie ist der a�ne Unterraum der Kleinste�Quadrate�L�osun�
gen�

Die Zuordnung b � x
 ist o�enbar linear� Also gibt es eine �m�n��Matrix
A
 mit x
b� A
 hei�t verallgemeinerte �Moore�Penrose�� Inverse von A� Ist
n � m und A invertierbar� so ist nat�urlich A
 � A��� Hat A vollen Rang�

�




so kann man A
 aus Satz � leicht berechnen� F�ur n � m sind dann n�amlich
die Normalgleichungen eindeutig l�osbar� und man bekommt sofort

A
 � �A�A���A� �

Ist n � m� so ist x
 � A�y und A�AA�y � A�b� also AA�y � b� Da jetzt
AA� invertierbar ist� folgt y � �AA����b und x
 � A��AA����b� Also ist in
diesem Fall

A
 � A��AA���� �

Die Bildung von Matrizen wie A�A� AA� ist nicht unproblematisch�

�� Wir betrachten das Beispiel

A �

�
B� � �

� �
� �

�
CA � A�A �

�
� � �� �
� � � ��

�
�

Ist � so klein� da� �� � eps� so kann A�A auf der Maschine nicht zu�
verl�assig berechnet werden�

�� Sei n � m und A invertierbar� Mit kAk � ���A�A����� erhalten wir
dann

kA�Ak � ����A�A������ � ��A�A� � kAk� �
k�A�A���k � kA��k�

und damit
k�A�A� � k�A�� �

Ist also k�A� � �� so ist k�A�A� � k�A�� Die Kondition von A�A ist dann
viel schlechter als die von A�

Die Standard�Methode zur Berechnung der verallgemeinerten L�osung von
Ax � b ist die QR�Zerlegung� A besitze vollen Rang� Im �uberbestimmten
Fall� also n � m� f�uhren wir zun�achst die QR�Zerlegung von A durch� Die
Normalgleichungen lauten dann

A�Ax � R�Q�QRx
 � R�Rx
 � R�Q�b

oder� da R vollen Rang hat�

Rx
 � Q�b � �
���

�




x
 berechnet sich nun durch R�uckw�artseinsetzen� F�ur A� bedeutet dies A� �
R��Q��

Im unterbestimmten Fall� also n � m� beginnen wir mit der QR�Zerlegung
von A�� Die x
 charakterisierenden Gleichungen

A�Ax
 � A�b � x
 � A�y

schreiben sich dann als

QRR�Q�Qz � QRb � x
 � Qz �

Es ist Q�Q � I� und QR hat maximalen Rang� Also folgt

R�z � b � x
 � Qz � �
���

Jetzt kann z durch Vorw�artseinsetzen berechnet werden� A
 ergibt sich zu
A
 � Q�R�����

Im Gegensatz zu den Normalgleichungen haben �
���� �
��� vern�unftige Kon�
dition� Betrachten wir wieder den Fall n � m� F�ur A � QR ist

kAk � kQRk � max
x���

kQRxk
kxk � max

x���

kRxk
kxk � kRk

und entsprechend f�ur A��� Also k�A� � k�R�� d�h� die Quadrierung der
Kondition �ndet nicht statt�

�	



Kapitel �

Lineare Optimierung

��� Ein einf�uhrendes Beispiel

Wir wenden uns nun einem praxisorientiertes Gebiet der Numerischen Ma�
thematik zu� In der Linearen Optimierung werden lineare Zielfunktionen un�
ter linearen Bedingungen optimiert� H�au�g ist dies die Gewinnmaximierung
unter gegebenen Einschr�ankungen durch Produktionskapazit�at� Lagervorrat
und gesetzliche Bestimmungen� Diese Anwendung macht die lineare Optimie�
rung zu einem der wichtigsten mathematischen Methoden in der Betriebs�
wirtschaft� Wir werden sie zun�achst informell behandeln� Wir diskutieren das
folgende Beispiel�

Ein Chemiekonzern stellt die ChemikalienC� und C� her� Bei der Produktion
fallen die Schadsto�e S�� S� und S� an �laut Tabelle�� Der maximale Schad�
sto�aussto� pro Tag ist begrenzt� Erarbeiten Sie einen Produktionsplan� der
einen maximalen Gewinn sicherstellt�

Tabelle ��

C��mg��� C��mg��� H�ochstgrenze �mg�d�
S� �� �� 	���
S� � � ����
S� 
 �� ����

Gewinn
DM �
 ��

��



Wir formulieren die Optimierungsaufgabe wie folgt�

Seien c�� c� die pro Tag von C�� C� produzierten Mengen in Liter� Es mu�
gelten

c� � � c� � �
c� � � oder c� � �
��c� � ��c� � 	��� 	��� � ��c� � ��c� � �
�c� � �c� � ���� ���� � �c� � �c� � �

c� � ��c� � ���� ���� � 
c� � ��c� � �

Mit der De�nition

c �

�
c�
c�

�
� b �

�
B� 	�������
����

�
CA � A �

�
B� ��� ���

�� ��
�
 ���

�
CA

mu� daher gelten
c � � und b�Ac � � �

Wir zeichnen den durch diese Ungleichungen bestimmten L�osungsbereich L�

���

���

���

	��

���

� ��� ��� ��� 	�� ���

C�
S�

S�

S�
C�

��



Es gilt� Gewinn �in DM� � �
c����c�� Es ist also genau dann m�oglich� einen
Gewinn von g DM zu erzielen� wenn die durch �
c� � ��c� � g bestimmte
Gerade G�g� einen Schnittpunkt mit L besitzt�

Wir suchen also den gr�o�ten Wert von g� so da� G�g� einen Schnittpunkt
mit L hat�

Im folgenden Bild ist G�g� f�ur einige Werte von g gezeichnet worden�

���

���

���

	��

���

� ��� ��� ��� 	�� ���

C�
S�

S�

S�
C�

F�ur steigendes g verlagert sich die Linie nach oben� Die h�ochste Linie� die
noch einen Schnittpunkt mit L hat� ist im folgenden gezeichnet�

��



���

���

���

	��

���

� ��� ��� ��� 	�� ���

C�
S�

S�

S�
C�

Wir bestimmen den Schnittpunkt als L�osung des Gleichungssystems

�c� � �c� � ����

c� � ��c� � ����

als c � ����� �����

Es ist anschaulich� da� es immer eine Ecke von L gibt� in der ein optimales
Ergebnis erzielt wird� �Ecken� sind dabei L�osungen eines linearen Gleichungs�
systems in k Variablen� wenn eine Zielfunktion im IRk optimiert werden soll�

Wir k�onnen daher folgenden einfachen Algorithmus zur L�osung der linearen
Optimierungsaufgabe angeben�

F�ur alle Schnittpunkte von k Ungleichungen�

Stellen Sie fest� ob der Schnittpunkt zul�assig ist �d�h�� ob alle
Ungleichungen erf�ullt sind��

Bestimme unter allen zul�assigen Schnittpunkten das Zielfunkti�
onsmaximum�

Zur Bestimmung der Schnittpunkte m�ussen bei n Ungleichungen

�
n
k

�
Glei�

��



chungssysteme der Ordnung k gel�ost werden� Da typischerweise n einige tau�
send� k einige hundert betr�agt� ist der Algorithmus nicht durchf�uhrbar�

��



��� Die allgemeine lineare Optimierungs�

aufgabe

Wir wollen nun die allgemeine lineare Optimierungsaufgabe formulieren�

Sei A eine reelle �m�n��Matrix und c 
 IRn� Sei

M � fx 
 IRn � xj � � � j � �� � � � � n� �
nX
j��

ai�jxj � bi � i � �� � � � �m� �

�����
nX
j��

ai�jxj � bi � i � m� � �� � � � �m


�
� �

Die allgemeine lineare Optimierungsaufgabe lautet nun� Minimiere

z�x� �
nX
j��

cjxj �����

in M � Man nennt M die Menge der zul�assigen Punkte und jedes x 
 M
zul�assig� Die lineare Funktion ����� hei�t Zielfunktion�

Die Aufgabe ������ ����� hei�t in Normalform� wenn n� � n und m� � ��
Dann kann man M in der Form

M � fx 
 IRn � x � � � Ax � bg �����

schreiben� Ungleichungen zwischen Vektoren werden hier und unten immer
komponentenweise verstanden� Man kann ����� immer in der Form �����
schreiben� Ist n� � n� so setzt man

xj � yj � zj � j � n� � �� � � � � n � yj � zj � � �
Ist m� � �� treten also Ungleichungen auf� so f�uhrt man die �Schlupfvaria�
blen�

ui � bi �
nX
i��

aijxj � i � �� � � � �m�

ein� Dann hat man ein Problem in Normalform mit den nicht negativen
Variablen

xj � j � �� � � � � n�
yj� zj � j � n� � �� � � � � n
ui � i � �� � � � �m�

��



und den Gleichungen

ui �
n�X
j��

ai�jxj �
nX

j�n�
�

ai�j�yj � zj� � bi � i � �� � � � �m�

n�X
j��

ai�jxj �
nX

j�n�
�

ai�j�yj � zj� � bi � i � m� � �� � � � �m �

Nun f�uhren wir einige geometrische Begri�e ein�

�� Eine Menge U � IRn hei�t konvex� wenn mit x� y 
 U auch 
x �
�� � 
�y 
 U f�ur � � x � �� d�h� wenn mit je zwei Punkten deren
Verbindungsgerade in U liegt� Z�B� sind die MengenM aus ������ �����
konvex�

�� Sei U � IRn konvex� x 
 U hei�t Ecke von U � wenn x nicht im In�
nern einer Verbindungsgeraden zweier Punkte von U liegt� Mit anderen
Worten� Es gilt nicht x � 
y����
�z mit y� z 
 U � y �� z� � � 
 � ��

�� Sind ui 
 IRn und 
i � �� P
i

i � �� so hei�t

P
i

iui Konvexkombina�

tion der ui� Die Menge aller Konvexkombinationen hei�t konvexe H�ulle
der ui�

Von dem einleitenden Beispiel in x� ist klar� da� die Ecken von M eine
besondere Rolle spielen� Wir wollen diese Ecken algebraisch charakterisieren�
Im folgenden nehmen wir immer an� da� A den Rang m hat� und f�ur M
nehmen wir immer die Normalform ������

De�nition �
�
� Sei A eine reelle �m�n��Matrix� Eine L�osung x von Ax �
b hei�t Basis�L�osung� wenn es eine Teilmenge I von f�� � � � � ng mit genau m
Elementen gibt� so da� gilt�

i	 xi � � � i �
 I

ii	 ai � i 
 I sind linear unabh�angig�

I hei�t Basis von x�

��



Satz �
�
� x 
 IRn ist genau dann Ecke von M � wenn x zul�assige Basis�
L�osung von Ax � b ist�

Beweis�

a� Sei x Ecke von M � Sei I die Menge der Indizes i mit xi � �� W�aren ai�
i 
 I linear abh�angig� so g�abe es Zahlen 	i� i 
 I mitX

i�I
	iai � � �

X
i�I
j	ij � � �

Wir k�onnten die Punkte x� mit den Komponenten

x�i � xi 
 �	i � i 
 I �
x�i � � � i �
 I

bilden� Es w�are Ax� � b und x� � � f�ur hinreichend kleines �� also
x� 
 M � Au�erdem w�are x � �

��x

 � x��� Dies ist nicht m�oglich� da

x Ecke ist� Also sind die ai� i 
 I linear unabh�angig� Insbesondere hat
I h�ochstens m Elemente� Hat I weniger als m Elemente� so k�onnen
wir I zu einer m�elementigen Menge erg�anzen� x ist damit zul�assige
Basis�L�osung mit Basis I�

b� Sei x umgekehrt zul�assige Basis�L�osung mit Basis I� W�are x nicht Ecke�
so g�abe es x�� x� 
 M � x� �� x�� und 
 mit � � 
 � �� so da� x �

x� � ��� 
�x�� F�ur i �
 I m�u�te dann x�i � x�i � � sein� und wegenX

i�I
x�iai �

X
i�I

x�iai �

m�u�te x�i � x�i auch f�ur i 
 I sein� Im Widerspruch zur Annahme w�are
also x� � x��

Satz �
�
� Sei M beschr�ankt� Dann ist M die konvexe H�ulle seiner Ecken�

Beweis� Es ist zu zeigen� da� jedes x 
M Konvexkombination der Ecken
von M ist�

�




Sei also x 
 M und p die Anzahl der positiven Komponenten von x� Wir
f�uhren den Beweis durch Induktion nach p�

Ist p � �� so ist x zul�assige Basis�L�osung �mit einer beliebigen Wahl von m
Basis�Vektoren� und damit selbst Ecke� Sei die Behauptung richtig bis p� ��
Ist x Ecke� so sind wir fertig� Andernfalls sind die p Vektoren ai� xi � � linear
abh�angig� d�h� es gibt w 
 IRn� w �� � mit Aw � � und wi � � f�ur xi � �� Da
M beschr�ankt ist� mu� w sowohl positive als auch negative Komponenten
haben� Also kann man t�� t� � � so �nden� da�

x� � x� t�w � x� � x� t�w

jeweils h�ochstens p� � positive Komponenten haben und x�� x� 
M � Nach
Induktionsannahme sind x�� x� Konvexkombinationen der Ecken vonM � also
auch

x �
t�

t� � t�
x� �

t�
t� � t�

x� �

�

Satz �
�
� M sei beschr�ankt und nicht leer� Dann ist die lineare Optimie�
rungsaufgabe l�osbar� und es gibt sogar eine Ecke von M � die L�osung ist�

Beweis� Die Zielfunktion z nimmt als stetige Funktion auf dem Kompak�
tumM ihr Minimum an� etwa in x� 
M � Seien x�� � � � � xk die Ecken vonM �
Nach Satz II���� ist x Konvexkombination von x�� � � � � xk� also

x� �
kX
i��


ix
i � 
i � � �

kX
i��


i � � �

W�are nun z�x�� � z�xi� f�ur alle i� so w�are

z�x�� �
kX
i��


iz�x
i� �

kX
i��


iz�x
�� � z�x�� �

und dies ist ein Widerspruch� Also gibt es ein i mit z�x�� � z�xi�� und dieses
xi ist L�osung�

�

�




��� Das Simplex�Verfahren
 Phase II

Das Simplex�Verfahren ist das Standard�Verfahren zur numerischen L�osung
linearer Optimierungsaufgaben� Es wurde gegen Ende des zweitenWeltkriegs
von Dantzig entwickelt und zur optimalen Ladungsverteilung von der ame�
rikanischen Marine benutzt� Bei diesen Anwendungen war die Menge M ein
Simplex� Wir beschreiben das sogenannte revidierte Simplex�Verfahren� wel�
ches f�ur sehr gro�e Probleme besonders geeignet ist�

Wir beschreiben das Verfahren f�ur die Normalform

Minimiere z�x� �
nX
i��

cixi in M � fx 
 IRn � x � � � Ax � bg �����

Wie immer soll die �m�n��Matrix A den Rang m besitzen� Ecken x von
M sind dann dadurch gekennzeichnet� da� die Vektoren ai mit xi � � linear
unabh�angig sind� Nat�urlich kann es nicht mehr alsm solcher Komponenten xi
geben� Sind es genau m� so hei�t die Ecke nicht entartet� andernfalls entartet�
F�ur nicht entartete Ecken gibt es immer genau eine Basis I � fi � xi � �g�
Diese enth�alt genau m Elemente� und die Basis�Vektoren ai� i 
 I sind linear
unabh�angig� Wir wollen annehmen� da� keine Ecke von M entartet ist�

Das Simplex�Verfahren konstruiert eine endliche Folge von Ecken vonM mit
abnehmenden Werten von z und endet mit einer L�osung oder der Informati�
on� da� das Problem nicht l�osbar ist� Jede Ecke kann als Anfang dieser Folge
gew�ahlt werden� Die Berechnung einer Ausgangsecke von M ist Gegenstand
der Phase I des Simplex�Verfahrens� Bei der jetzt zu schildernden Phase II
nehmen wir an� wir h�atten eine Ecke x� bereits gefunden� Es sei I die Basis
von x� und J die Menge der nicht in I liegenden Indizes oder die Nicht�Basis�
Indizes� Es ist also x�i � � f�ur i 
 I� x�j � � f�ur j 
 J � und ai�i�I� sind linear
unabh�angig� Wir k�onnen Ax � b nach den Basis�Variablen xi� i 
 I au��osen
und erhalten

z � z�x�� �
X
j�J

pjxj �����

xi � x�i �
X
j�J

ci�jxj � i 
 I � �����

Ist AI � �ai�i�I � AJ � �aj�j�J � so gilt f�ur die �m�n � m��Matrix C �
�cij�i�I�j�J

C � A��
I AJ � �����

�	



Die Koe�zienten von ����������� fassen wir ins Simplex�Tableau der Ecke x�

zusammen�

J

z�x�� pj

I x�i ci�j

�����

Nun kommt die Beschreibung des Simplex�Schrittes� welcher die Ecke x� in
eine neue Ecke x� mit kleineremWert der Zielfunktion �uberf�uhrt� Er besteht
aus folgenden Teilschritten�

�
 Suche j� 
 J mit pj� � ��

Gibt es kein solches� so ist pj � � f�ur alle j 
 J und damit nach �����
z�x� � z�x�� f�ur alle x 
 M � Also ist x� bereits L�osung und das Verfahren
beendet�

�
 Suche nach einem i� 
 I mit ci��j� � � und

x�i�
�ci��j�

� x�i
�ci�j�

f�ur alle i 
 I mit ci�j� � � �

Gibt es kein solches i�� so ist ci�j� � � f�ur alle i 
 I� und der Punkt
x�t� � x� � tej� ist wegen ����� zul�assig f�ur alle t � �� w�ahrend wegen
����� z�x�t��� �� f�ur t� ��� Also ist z nach unten nicht beschr�ankt auf
M � die Optimierungsaufgabe unl�osbar� und das Verfahren beendet�

�
 Konstruktion der neuen Ecke x��

Gibt es i 
 I mit ci�j� � �� so ist wegen ����� x�t� � x� � tej� 
M genau f�ur
xi�t� � x�i � tci�j� � � f�ur alle diese i� d�h� f�ur

t � x�i
�ci�j�

f�ur i 
 I mit ci�j� � � �

��



Nach Wahl von i� ist t� � x�i����ci��j�� das gr�o�te t mit dieser Eigenschaft�
Wir setzen

x� � x�t�� � x� � t�ej� �

Es ist
z�x�� � z�x�� � t�pj� � z�x�� �
x�i� � � � x�j� � t� � � �

Wir zeigen� da� x� eine Ecke mit Basis Infi�g�fj�g ist� d�h� da� die Vektoren
ai� i 
 I n fi�g � fj�g linear unabh�angig sind� W�are dies nicht der Fall� so
g�abe es Zahlen 	i� i 
 I n fi�g � fj�g� die nicht alle verschwinden� so da�X

i�I�fi�g
	iai � 	j�aj� � � �

Nach ����� ist AIC � AJ � Die j��te Spalte hiervon lautetX
i�I

ci�j�ai � aj� �

Damit haben wir zwei Darstellungen von aj� durch die linear unabh�angigen
Vektoren ai� i 
 I� In der ersten verschwindet der Koe�zient von ai�� in
der zweiten ist er ci��j� �� �� Dieser Widerspruch zeigt� da� die ai mit i 

I n fi�g � fj�g linear unabh�angig sind und damit x� eine Ecke mit der Basis
I n fi�g � fj�g ist�
�
 Berechnung des neuen Tableaus�

Dazu l�ost man Ax � b oder ����� nach den neuen Basis�Variablen xi� i 

I n fi�g � fj�g auf� Aus der Gleichung ����� f�ur i � i� erhalten wir zun�achst

xj� � �xi� � x�i� �
X

j�Jnfj�g
ci��jxj��ci��j�

und dann aus den restlichen Gleichungen von �����

xi � x�i� �
X

j�Jnfj�g
ci�jxj � ci�j�xj�

� x�i� �
X

j�Jnfj�g
ci�jxj �

ci�j�
ci��j�

�
�xi� � x�i� �

X
j�Jnfj�g

ci��jxj

�
A

� x�i� �
ci�j�
ci��j�

x�i� �
ci�j�
ci��j�

xi� �
X

j�J�fj�g

�
ci�j � ci�j�

ci��j�
ci��j

�
xj

��



f�ur i 
 Infi�g� Auch die Zielfunktion mu� in den neuen Nicht�Basis�Variablen
ausgedr�uckt werden� Wir erhalten

z � z�x�� �
X

j�Jnfj�g
pjxj � pj�xj�

� z�x��� pj�
ci��j�

x�i� �
X

j�Jnfj�g

�
pj � pj�

ci��j�
ci��j

�
xj �

Das �i�� j���Element im Simplex�Tableau hei�t Pivotelement� die zugeh�orige
Zeile bzw� Spalte Pivotzeile bzw� Pivotspalte� Das Simplex�Tableau f�ur x�

hat die Form

j 
 J n fj�g i�

z�x��� pj�
ci� �j�

x�i� pj � pj�
ci� �j�

ci��j
pj�
ci� �j�

i 
 I n fi�g x�i� �
ci�j�
ci� �j�

x�i� ci�j � ci�j�
ci� �j�

ci��j
ci�j�
ci� �j�

j� � x�
i�

ci� �j�
� ci��j

ci��j�

�
ci� �j�

Dabei schreibt man die neue Zeile j� �Spalte i�� zweckm�a�igerweise in die
alte Zeile i� �Spalte j���

Sind� wie vorausgesetzt� alle Ecken von M nicht entartet� so ist t� � �� und
die Zielfunktion nimmt bei jedem Schritt echt ab� Das Simplex�Verfahren
bricht also nach endlich vielen Schritten ab� entweder mit der L�osung� oder
mit der Aussage� da� z auf M nicht nach unten beschr�ankt ist�

Wir schreiben nun ein Programm� das den �Ubergang von einem Tableau zum
n�achsten bewerkstelligt� Wir werden sehen� da� das ganze Tableau� also auch

��



erste Spalte und Zeile� einheitlich behandelt werden k�onnen� Deshalb nehmen
wir das Tableau in der Form

c��� c��� � � � c��q
c��� c��� � � � c��q
���

���
���

cm�� cm�� � � � cm�q

an mit q � n � m� Die Zeilenindizes �� � � � �m entsprechen also den Basis�
Indizes i�� � � � � in� die Spaltenindizes �� � � � � q den Nicht�Basis�Indizes j�� � � � � jq�

austausch �C� i�� j��m� q�

� � Berechnet nach Bestimmung von i�� j� das neue Tableau�
Schreibt den neuen Basis�Index jj� in Zeile i� und den
neuen Nicht�Basis�Index ii� in die Spalte j� � �

f ci��j� � ��ci��j��
for i � �� � � � �m if �i �� i��ci�j� � ci�j� � ci��j��
for i � �� � � � �m for j � �� � � � � q
if �i �� i� und j �� j�� ci�j � ci�j � ci�j� � ci��j�
for j � �� � � � � q if �j �� j�� ci��j � �ci��j � ci��j� �

g

Der Austauschschritt ben�otigt qm� O�m� q� �ops�

Mit Hilfe der Austauschroutine kann man nun leicht ein Programm f�ur die
Phase II des Simplex�Verfahrens schreiben�

simplex �C� I� J�m� q�

� � Bei Aufruf enth�alt C das Tableau der Ausgangs�Ecke� I die Basis��
J die Nicht�Basis�Indizes� Nach Ablauf steht das Minimum der
Zielfunktion in c���� die L�osung in ci��� i � �� � � � �m
und die Basis�Indizes der L�osung in I � �

��



f while �� j 
 f�� � � � � qg � c��j � ��
f W�ahle j��
W�ahle i� 
 f�� � � � �mg� so da� ci��

�ci�j�
minimal f�ur

i � i� unter allen i mit ci�j� � ��
breche ab mit Meldung �Problem nicht l�osbar�
falls es keine solchen i gibt�
I � I n fii�g � fjj�g� J � J n fjj�g � fii�g�
austausch �C� i�� j��m� q��

g
g

Der Austauschschritt kann auch zum Invertieren von Matrizen benutzt wer�
den� Sei C eine �n� �� n � ���Matrix und y � Cx� also

y� � c���x� � � � �� c��nxn
���
yn � cn��x� � � � �� cn�nxn �

Wir l�osen die nullte Gleichung nach x� auf und setzen x� in die restlichen
Gleichungen ein� Es entsteht

x� � c����y� � c����x� � � � �� c���nxn
y� � c����y� � c����x� � � � �� c���nxn
���

yn � c�n��y� � c�n��x� � � � �� c�n�nxn

mit neuen Elementen c�i�j� die wir durch den Aufruf

austausch �C� �� �� n� n�

berechnen k�onnen �falls c��� �� ��� Danach l�osen wir die erste Gleichung nach
x� auf und setzen x� in die restlichen Gleichungen ein� Dann sind x�� x��
y�� � � � � yn durch y�� y�� x�� � � � � xn ausgedr�uckt� So fortf�uhrend k�onnen wir
schlie�lich x�� � � � � xn durch y�� � � � � yn ausdr�ucken� Die Koe�zienten dieser
Formeln sind dann gerade die Elemente von C��� Das Programm

for i � �� � � � � n
austausch �C� i� i� n� n�

invertiert also C� Das geht nat�urlich nur gut� wenn alle Pivotelemente �� �
sind�

��



��� Das Simplex�Verfahren
 Phase I

Die in x� beschriebene Phase II des Simplex�Verfahrens setzt voraus� da� wir
eine Ecke x� von M kennen� Eine solche Ecke liefert uns die Phase I� Dabei
nehmen wir wieder an� da� M in der Normalform

M � fx 
 IRn � x � � � Ax � bg

vorliegt mit einer �m�n��Matrix A� Wir k�onnen zus�atzlich b � � annehmen�
Wir f�uhren nun ein Hilfsproblem in den n�m Variablen x�� � � � � xn� y�� � � � � ym
ein� Seine zul�assige Menge ist

�M � fx� y � x 
 IRn� y 
 IRm� x� y � �� Ax� y � bg �

und seine Zielfunktion

�z�x� y� �
mX
i��

yi �

Wir zeigen nun� M ist nicht leer genau dann� wenn das Hilfsproblem eine

L�osung mit y � � besitzt� Ist n�amlich x 
 M � so ist

�
x
�

�
L�osung des

Hilfsproblems� Ist umgekehrt

�
x
�

�
L�osung des Hilfsproblems� so ist x 
M �

Das Hilfsproblem ist � f�ur b � � � genau von der Form� die wir f�ur die Phase

II vorausgesetzt haben� Eine Ecke von �M ist

�
�
b

�
� die zugeh�origen Basis�

Variablen sind y � b�Ax� und die Zielfunktion ist

�z�x� y� � e��b�Ax� � e� � ��� � � � � �� �

Man kann nun die Phase II des Simplex�Verfahrens f�ur das Hilfsproblem
durchf�uhren� Endet dies mit einer L�osung mit y � �� so hat man eine Start�
ecke von M gefunden� Andernfalls ist M leer�

��



Kapitel �

Nichtlineare Gleichungen

��� Existenz von L�osungen

Sei f � Kn � Kn eine Abbildung� Gesucht ist ein x 
 Kn mit f�x� � ��

Beispiele�

�� f�x� � x� � �px � q f�ur K � C oder K � IR� Sei d � p� � q� Im
komplexen Fall gibt es zwei L�osungen f�ur d �� �� eine L�osung f�ur d � ��
Im reellen Fall gibt es f�ur d � � zwei L�osungen� f�ur d � � eine� f�ur d � �
�uberhaupt keine� Die Berechnung der L�osung x kann durch die Formel

x��� � p

p
d

erfolgen� Die Auswertung dieser Formel ist aber im Hinblick auf Rundungs�
fehler keineswegs harmlos� Ist etwa p � �� jqj � p� so ist

p
d � p� und bei

der Berechnung von x� tritt Ausl�oschung auf� In diesem Fall ist es besser� x�
nach der Formel x� � q�x� zu berechnen�

�� f�x� � x� � �px � �q f�ur K � C� Die Berechnung der � maximal drei �
L�osungen kann durch die Cordani�schen Formeln erfolgen�

x� � u� v � x� � ��u� ��v � x� � ��u� ��v �

u � �q �
p
d���� � v � �q �pd���� � d � p� � q� �

���� � ��
�
�� 
 i

p
�� �

��



Auch hier tritt unter Umst�anden� n�amlich f�ur jpj � jqj� Ausl�oschung auf�
�� f�x� � x� tan x� K � IR� Ein Blick auf den Graphen von tan x zeigt�
da� es in jedem Intervall ��k � �

�
�� �k � �

�
���� k 
 Z� genau eine L�osung gibt�

Ein primitives Verfahren zur L�osung von Gleichungen in IR� ist die Intervall�
halbierung� Sei f � IR � IR stetig und f�a�f�b� � �� a � b� Dann liegt in
�a� b� sicher eine Nullstelle von f � Zu ihrer Berechnung verwenden wir den
Algorithmus

fa � f�a� � fb � f�b��
while �b� a � ��

f c � �b� a����
fc � f�c��
if �fafc � �� fb � c� fb � fc� g
else fa � c� fa � fc� g

g

Nach n � � Funktionsauswertungen hat er das Intervall �a� b�� in dem eine
L�osung liegt� um den Faktor �n verk�urzt� F�ur einfache Funktionen f ist dies
akzeptabel� Wir werden nat�urlich e�zientere Methoden kennenlernen�

Das theoretische Hilfsmittel zur L�osung nichtlinearer Gleichungen sind Fix�
punkts�atze� x 
 IRn hei�t Fixpunkt einer Abbildung g � IRn � IRn� falls
g�x� � x� Jede Aufgabe f�x� � � l�a�t sich in der Form g�x� � x schreiben�
Man braucht ja nur g�x� � f�x� � x zu setzen�

Satz �
�
� �Fixpunktsatz von Brouwer	� Sei D � IRn konvex und kompakt�
g � D � D stetig� Dann besitzt g in D einen Fixpunkt�

Beweis� Der Beweis f�ur n � � �ndet sich in E� Burger� Einf�uhrung in der
Theorie der Spiele� �� Au�age� S� �
���
�� F�ur n � � ist der Satz trivial�
Sei D � %a� b&� Ist g�a� � a oder g�b� � b� so besitzt g einen Fixpunkt�
Andernfalls ist g�a� � a� g�b� � b� Die Funktion f�x� � x� g�x� hat dann in
%a� b& einen Zeichenwechsel und damit eine Nullstelle� und diese ist Fixpunkt
von g�

�

�




Beispiele�

�� In IR� betrachten wir

g

�
x�
x�

�
�

�
sin�x� � ex��
cos�x� � ex��

�

Die Menge D � fx 
 IR� � kxk� � �g ist konvex und kompakt� und g ist
dort stetig� O�enbar ist g�D� � D� Also hat g in D einen Fixpunkt�

�� Der Brouwer�sche Satz wird h�au�g auf Probleme der Volkswirtschaft
angewendet� Ein Markt bestehe aus n G�utern mit Preisen x�� � � � � xn � �
und aus m Teilnehmern �Produzenten oder Konsumenten�� Bei den Preisen
x � �x�� � � � � xn� kauft oder produziert der ��te Teilnehmer die Menge f �i �x�
von Gut i� Die totale Nachfrage bzw� Produktion von Gut i ist dann fi�x� �
mP
���

f �i �x�� Man sagt� der Markt sei im Gleichgewicht� wenn

fi�x� � � � i � �� � � � � n� fi�x� � � falls xi � � �

Wir machen folgende Voraussetzungen�

�� Die Nachfrage h�angt nur von den relativen Preisen ab� d�h�

f �i �tx� � f �i �x� � t � � �

�� Der Markt ist abgeschlossen� d�h�

nX
i��

xif
�
i �x� � � � � � �� � � � �m

�� Die f �i sind stetig�

Dann gibt es einen Preisvektor x� bei welchem der Markt im Gleichgewicht
ist�

Zum Beweis setzen wir D � fx 
 IRn � x � �� nP
i��

xi � �g und auf D

gi�x� �
xi � Max ��� fi�x��

� �
nP

k��
Max ��� fk�x��

� i � �� � � � � n �

�




Die Abbildung g�x� � �g��x�� � � � � gn�x�� ist dann stetig auf der konvexen
kompakten Menge D und bildet D in sich ab� Nach dem Satz gibt es ein
x 
 D mit g�x� � x� also

xi �
xi � Max ��� fi�x��

� �
nP

k��
Max ��� fk�x��

� i � �� � � � � n �

Hieraus folgt� da� x Gleichgewichtspunkt ist �Aufgabe ����

�	



��� Iterationsverfahren

Iterationsverfahren geh�oren zu den wichtigsten Hilfsmitteln der Numerischen
Mathematik� Sie berechnen mittels einer � oft sehr einfachen � Rekursions�
formel eine Folge von N�aherungen� welche gegen die gesuchte L�osung kon�
vergiert� Grundlage vieler Iterationsverfahren ist der Fixpunktsatz f�ur kon�
trahierende Abbildungen�

De�nition �
�
� Sei D � Kn und g � D � Kn eine Abbildung� g hei�t
kontrahierend in D �bez�uglich der Norm k � k in Kn	� wenn es eine Konstante
q � � gibt mit

kg�x�� g�y�k � qkx� yk
f�ur alle x� y 
 D� q hei�t Lipschitzkonstante von g in D�

Satz �
�
� Sei D � IRn konvex und g � D� IRn di�erenzierbar� Sei

q � sup
x�D

kg��x�k � � �

Dann ist g in D �bez�uglich k � k	 kontrahierend� Dabei ist g� die Jacobi�Matrix
zu g� also

g �

�
BB�

�g�
�x�

� � � � � �g�
�xn

���
�gn
�x�

� � � � � �gn
�xn

�
CCA f�ur g �

�
BB�

g�
���
gn

�
CCA �

Beweis� Sei f�t� � g�tx� ��� t�y�� � � t � �� Nach der Kettenregel ist

f ��t� � g��tx� ��� t�y��x� y� �

also

kg�x�� g�y�k � kf���� f���k � k
�Z

�

f ��t�dtk

� sup
�
t
�

kf ��t�k

� sup
�
t
�

kg��tx� ��� t�y��x� y�k

� qkx� yk �

��



weil D konvex ist�

�

Satz �
�
� �Kontraktionssatz� Fixpunktsatz von Banach	� Sei D � Kn ab�
geschlossen und g � D � D kontrahierend� Dann hat g in D genau einen
Fixpunkt x� Das Iterationsverfahren

xk
� � g�xk� � k � �� �� � � �

konvergiert f�ur jede Wahl von x� 
 D gegen x� und es gilt mit der Lipschitz�
Konstante q von g in D

kxk � xk � qk

�� q
kx� � x�k �

Beweis�

�� Existenz von x�

Es ist xk 
 D falls x� 
 D� und

kxk
� � xkk � qkxk � xk��k � q�kxk�� � xk��k � ��� � qkkx� � x�k �
also f�ur � � j

kx� � xjk � k
���X
k�j

�xk
� � xk�k

�
���X
k�j

kxk
� � xkk

�
���X
k�j

qkkx� � x�k

� qj�� � � � �� q����j�kx� � x�k

� qj

�� q
kx� � x�k �����


�



wegen der Formel f�ur die geometrische Reihe� Also gilt x� � xj � � f�ur ��
j � �� d�h� �xk� ist eine Cauchy�Folge und damit konvergent gegen ein
x 
 IRn� Da D abgeschlossen ist� ist sogar x 
 D� und wegen der Stetigkeit
von g ist

x � lim
k��

xk � lim
k��

g�xk��� � g�x� �

also x Fixpunkt von g�

�� Eindeutigkeit

W�are �x ein weiterer Fixpunkt von g in D� so h�atten wir

kx� �xk � kg�x�� g��x�k � qkx� �xk �

Wegen q � � folgte kx� �xk � ��

�� Fehlerabsch�atzung

Lassen wir in ����� ��� streben� so folgt

kx� xjk � qj

�� q
kx� � x�k �

�

Beispiel� Wir wollen die L�osung von x � tan x� in %	� �
�	
� & durch Iteration

berechnen und versuchen zun�achst

xk
� � tanxk �

Es ist g�x� � tanx und damit g��x� � �� cos� x � �� g ist also nicht kontra�
hierend� Wir m�ussen unsere Gleichung erst in geeignete Form bringen� Dazu
schreiben wir f�ur x 
 %	� � �	� & f�ur x � tan x

x � tan�x� �� oder arctanx � x� � oder x � � � arctan x

und setzen g�x� � � � arctanx� Dann ist g��x� � ���� � x��� In D � %	� �
�	
� &

ist dann jg��x�j � ���� � ����� � �� und g bildet D in sich ab� Nach Satz


�



III���� ist g in D kontrahierend mit q � ���� � ����� � ����� Also hat g in
D genau einen Fixpunkt� und das Iterationsverfahren

xk
� � � � arctanxk

konvergiert gegen diesen� Mit x� � � erhalten wir

k xk qk

��q jx� � x�j x� xk

� �����
 �
� ������ ���� ���	��
� ���	�� ���� ������
� ������ ����� ������
� ������ ����� �

Wir sehen� da� die Fehlerabsch�atzung viel zu pessimistisch ist� Man kann
auch D � %�� �	� & w�ahlen mit q � ���� � ��� � q � ����� und bekommt dann
bessere Absch�atzungen�

Welche Fixpunkte von g sind durch das Iterationsverfahren xk
� � g�xk�
berechenbar" � Durch Skizzen im IR� kommt man zu der Vermutung� da�
dies die �anziehenden� Fixpunkt sind� d�h� diejenigen mit jg��x�j � �� Dies
ist der Inhalt des n�achsten Satzes�

Satz �
�
� �Lokaler Konvergenzsatz	� Die Abbildung g � Kn � Kn besitze
einen Fixpunkt x� und es gebe eine Umgebung von x� in der g kontrahierend
ist� Dann gibt es eine Umgebung U�x�� so da� das Iterationsverfahren xk
� �
g�xk� f�ur jedes x� 
 U�x� gegen x konvergiert�

Beweis� Wir k�onnen annehmen� da� g in D � fx 
 Kn � kx � xk � rg
mit einem� r � � kontrahierend ist� und zwar mit der Lipschitz�Konstanten
q � �� Dann ist f�ur x 
 D

kg�x�� xk � kg�x�� g�x�k � qkx� xk � qr �


�



also auch g�x� 
 D� g bildet also die abgeschlossene Menge D in sich ab und
ist dort kontrahierend� Nach Satz III���� konvergiert das Iterationsverfahren
f�ur x� 
 D�

�

Bemerkungen�

�� Sei K � IR� Die Bedingung des Satzes III���� ist erf�ullt� wenn g in
x stetig di�erenzierbar ist und ��g��x�� � � ist� Dann gibt es n�amlich
nach Satz I���� eine Norm k � k in IRn mit kg��x�k � � f�ur x � x� Wegen
der Stetigkeit von g� gilt dies dann auch in einer konvexen Umgebung
von x� Nach Satz III���� ist g in dieser Umgebung kontrahierend�

�� F�ur die Konvergenzgeschwindigkeit des Iterationsverfahrens ist o�en�
bar die Lipschitz�Konstante q entscheidend�

kxk
� � xk � kg�xk�� g�x�k � qkxk � xk �

Der Fehler vermindert sich also in jedem Schritt �mindestens� um den
Faktor q � �� Wir sprechen von linearer Konvergenz� Nach Satz III����
und Bemerkung � ist f�ur die Konvergenzgeschwindigkeit die Zahl ��g��x��
entscheidend� Gilt hingegen f�ur ein Iterationsverfahren

kxk
� � xk � Ckxk � xkp

mit einer Zahl p � �� so sprechen wir von Konvergenz �mindestens�
der Ordnung p� F�ur p � � sprechen wir von quadratischer� f�ur p � �
von kubischer Konvergenz� Quadratische Konvergenz ist dadurch ge�
kennzeichnet� da� sich die Anzahl der korrekten Dezimalen von xk bei
jedem Schritt verdoppelt�


�



��� Das Newton�Verfahren

Zu l�osen sei das nichtlineare System f�x� � �� f � D � IRn� D � IRn�
Die Konvergenzgeschwindigkeit des Iterationsverfahrens xk
� � g�xk� wird
nach Bemerkung � aus dem vorigen Paragraphen durch die Zahl ��g��x��
bestimmt� Bei der Umwandlung einer Gleichung der Form f�x� � � in eine
Fixpunktgleichung x � g�x� versuchen wir daher g��x� � � zu erreichen� Wir
machen f�ur g den Ansatz

g�x� � x�A�x�f�x�

mit einer invertierbaren Matrix A � �ai�j�� d�h�

gi�x� � xi �
nX
j��

ai�j�x�fj�x� �

Wir berechnen die Jacobi�Matrix g��x�� Es ist

�gi
�x�

� �i�� �
nX
j��

�ai�j
�x�

fj �
nX
j��

ai�j
�fj
�x�

�

F�ur x � x ist f�x� � �� und wir k�onnen diese Gleichungen zusammenfassen
zu

g��x� � I �A�x�f �� �

Um g��x� � � zu erreichen� brauchen wir also nur

A�x� � ��f ��x����

zu w�ahlen� Damit wird

g�x� � x� �f ��x����f�x� � �����

und das Iterationsverfahren zur L�osung von f�x� � � lautet

xk
� � xk � �f ��xk����f�xk� � �����

In dieser Form verlangt das Verfahren die Inversion von f ��xk�� Dies ist f�ur
gro�e n unzweckm�a�ig� Man schreibt daher

f ��xk��xk
� � xk� � f�xk� � � � �����


�



Dies ist das Newton�Verfahren zur L�osung von f�x� � �� Man h�atte es auch
einfacher durch Linearisierung herleiten k�onnen� Ist xk eine N�aherung f�ur die
gesuchte L�osung x� so hat man f�ur f 
 C��D�

f�x� � f�xk� � f ��xk��x� xk� � O �kx� xkk�� �
Man vernachl�assigt nun O�kx � xkk�� und nimmt als neue N�aherung xk
�

f�ur x die L�osung von

� � f�xk� � f ��xk��x� xk� �

Dies ist genau ������ Im IR� ersetzt das Newton�Verfahren also die Kurve
y � f�x� durch die Tangente in xk und berechnet xk
� als Nullstelle der
Tangente�

Beispiel� Wir l�osen in IR� die Gleichung x��� � �� berechnen also x � p��
Es ist

f�x� � x� � � � q�x� � x� f�x�

f ��x�
� x� x� � �

�x
�
�

�
�x�

�

x
� �

Mit x� � � erhalten wir

k xk Anzahl der korrekten Dezimalen

� � �
� ��� �
� ����
 �
� �������
 

� ���������
� ��

Satz �
�
� Die Abbildung f � IRn � IRn besitze die Nullstelle x� sei in einer
Umgebung von x zweimal stetig di�erenzierbar� und f ��x� sei invertierbar�
Dann gibt es eine Umgebung D von x� so da� das Newton�Verfahren f�ur alle
x� 
 D quadratisch gegen x konvergiert�

Beweis� Sei g�x� � x� �f ��x����f�x�� Wegen g�x� � � gibt es eine Um�
gebung D von x mit kg��x�k � ��� f�ur x 
 D� Nach Satz III���� konvergiert


�



das Iterationsverfahren xk
� � g�xk�� also das Newton�Verfahren� gegen x�
wenn nur x� 
 D�

Zum Nachweis der quadratischen Konvergenz bilden wir

xk
� � x � xk � x� �f ��xk�����f�xk�� f�x�� �

Der Satz von Taylor liefert

f�xk�� f�x� � f ��xk��xk � x� � ��x� xk� �

k��x� xk�k �Mkx� xkk�
mit einer KonstantenM � welche die zweiten Ableitungen von f enth�alt� Dazu
setzen wir D so klein voraus� da� f 
 C��D�� Es folgt

xk
� � xk � x� �xk � x�� �f ��xk������x� xk�

� �f ��xk���
��x� xk� �

Sei nun N eine Konstante mit k�f ��xk����k � N � Dann gilt

kxk
� � xk � NMkxk � xk� �
und dies bedeutet quadratische Konvergenz�

�

Was passiert� wenn f ��x� nicht invertierbar ist" � Wir betrachten den Fall
n � �� Sei also f�x� � �� f 
 C�� f ��x� � �� aber f ���x� �� �� Dann ist

f�x� � �x� x��p�x� � p�x� �� �
mit p 
 C�� Wir berechnen

f ��x� � ��x�x�p�x���x�x��p��x�� f ���x� � �p�x����x�x�p��x���x�x��p���x�
und erhalten f�ur g�x� � x� f�x��f ��x�

g��x� � � � f ��x�
f ��x�

�
f�x�f ���x�
f ���x�

�
�x� x��p�x���p�x� � O�x� x��

��x� x���p�x� � O�x� x���

�
�

�
�� � O�x� x�� �







Also ist g��x� � �
�
� und nach Satz III���� folgt lineare Konvergenz� F�ur f ��x� �

� konvergiert das Newton�Verfahren also immer noch� aber die quadratische
Konvergenz geht verloren�

Der Rechenaufwand f�ur das Newton�Verfahren wird im wesentlichen durch
die Berechnung von f ��x� bestimmt� Es gibt verschiedene Varianten des
Newton�Verfahrens� die diesen Aufwand reduzieren�

�
 Das vereinfachte Newton�Verfahren

Hier ersetzt man einfach �f ��xk��
��
durch �f ��x���

��
� iteriert also gem�a�

f ��x���xk
� � xk� � �f�xk� �

Man hat immer noch lokale Konvergenz� aber die quadratische Konvergenz
geht verloren�

�
 Das Sekanten�Verfahren ��Regula falsi�� �n � ��

Hier ersetzt man die Tangente des Newton�Verfahrens durch die Sekante in
den Punkten xk� xk��� also

y � f�xk� � �x� xk�
f�xk�� f�xk���

xk � xk��
�

und nimmt als neue N�aherung xk
� die Nullstelle dieser Sekante� also

xk
� � xk �
�
f�xk�� f�xk���

xk � xk��

���
f�xk� �

Mit anderen Worten� Man ersetzt f ��xk� durch den Di�erenzenquotienten in
xk� xk��� Dies ist auch in C sinnvoll�

Satz �
�
� Sei f � IR� IR in einer Umgebung der Nullstelle x zweimal stetig
di�erenzierbar� und sei f ��x� �� �� Dann gibt es eine Umgebung D von x� so
da� das Sekanten�Verfahren f�ur jede Wahl von x�� x� in D gegen x konver�
giert� und zwar gilt kx� xkk � ck� wobei ck � � mit der Konvergenzordnung
�� �

p
���� � ��
�	�







Beweis�

�a� Es gibt eine Konstante C� so da�

jxk
� � xj � Cjxk � xjjxk�� � xj � k � �� �� � � � �

Hierzu schreiben wir

xk
� � x � xk � x� xk � xk��

f�xk� � f�xk���
f�xk�

� �xk � x�

f�xk�� f�xk���
xk � xk��

� f�xk�� f�x�

xk � x
f�xk�� f�xk���

xk � xk��

� �xk � x�

�R
�
ff ��xk�� � t�xk � xk����� f ��x� t�xk � x��gdt

f ���k�

mit �k zwischen xk und xk��� In einer Umgebung D von x ist

jf ��x�j � m � � � jf ���x�j �M

und daher

jxk
� � xj � jxk � xj M jxk�� � xj
m

�

falls xk� xk�� 
 D� Ist D � %x� �� x� �& und x�� x� 
 D� so folgt also
jx� � xj � ��M

m
� und f�ur �Mm � � ist auch x� 
 D� Damit bleiben alle

xk in D� und �a� ist gezeigt�

�b� Wir setzen efk � Cjxk � xj� Dann wird
fk
� � fk � fk�� �

Sei F� � F� � � und Fk
� � Fk � Fk��� Ist jf�j� jf�j � �� so gilt
o�enbar fk � Fk� k � �� �� � � �� Die Fk kann man leicht berechnen� Mit
� � �

��� �
p
�� ist

Fk � c��
k � c���� ��k �

c� �
� �

� � � �
� c� �

�

� � � �
�


	



Wir setzen nun �k � eFk � Dann ist

�k
�
k��

� eFk�
Fk�� � ec����
�
�k�
��
��k���

und dies strebt wegen � � � f�ur k � � gegen �� Also gilt �k � c�
k��
f�ur ein geeignetes c � �� und

jxk � xj � �
c
efk � �

c
eFk �

�

c
�k �

Die Behauptung des Satzes folgt mit ck � �k�c�

�


�



Kapitel �

Iterationsverfahren f�ur lineare

Gleichungssysteme

��� Gesamt� und Einzelschrittverfahren

Das Standardverfahren zur L�osung linearer Gleichungssysteme ist das Elimi�
nationsverfahren� Bei sehr gro�en Systemen mit spezieller Struktur k�onnen
iterative Verfahren aber g�unstiger sein� Dies tri�t insbesondere zu auf linea�
re Systeme� deren Matrizen nur sehr wenige von Null verschiedene Elemente
haben �d�unnbesetzte Matrizen��

Sei Ax � b zu l�osen� Sei A � D � L�R mit

D �

�
BB�

a��� O
� � �

O an�m

�
CCA � L �

�
BBBBB�

� O

a���
� � � � � �

���
an�� � � � an�n�� �

�
CCCCCA � R �

�
BBBBB�
� a��� � � � a���

� � �
���

� � � an���n
O �

�
CCCCCA �

Das Gesamtschritt� oder Jacobi�Verfahren zur L�osung von �D�L�R�x � b
lautet

Dxk
� � Lxk �Rxk � b �

w�ahrend das Einzelschritt� oder Gau��Seidel�Verfahren gem�a�

�D � L�xk
� �Rxk � b


�



iteriert� Elementweise lauten Gesamt� bzw� Einzelschrittverfahren

xk
�
i �

�
�bi �X

j ��i
ai�jx

k
j

�
A �ai�i �

xk
�
i �

�
�bi � i��X

j��

ai�jx
k
�
j �

nX
j��
�

ai�jx
k
j

�
A �ai�i �

Der rechentechnische Unterschied zwischen den beiden Verfahren zeigt sich
am deutlichsten bei der Programmierung

GS�X�n� �� F�uhrt einen Gesamtschritt durch ��
f for i � �� � � � � n

x�i � �bi �
P
j ��i

ai�jxj��ai�i�

x � x��
g

ES�X�n� �� F�uhrt einen Einzelschritt durch ��
f for i � �� � � � � n

xi � �bi � P
j ��i

ai�jxj��ai�i�

g
Die Iterationsvorschrift des Einzelschrittverfahrens wird also durch sukzessi�
ves �Uberschreiben ausgef�uhrt� Man braucht also nicht zwei Vektoren x� x�

zu halten� sondern kommt mit einem aus� Da x h�au�g sehr gro� ist� ist dies
von Vorteil� Dar�uber hinaus werden wir sehen� da� das Einzelschrittverfahren
h�au�g schneller konvergiert als das Gesamtschrittverfahren�

Beispiel� Wir wollen das Dirichlet�Problem

�#u � f in ' � u � � auf �'

f�ur das Quadrat ' � ��� ��� in IR� l�osen� Hier ist # � ����x� � ����y� der
Laplace�Operator� Man �uberdeckt ' durch ein Gitter mit Schrittweite h � �

n

und ersetzt die Di�erentialgleichung im Gitterpunkt

�
i
j

�
h durch

�ui�j � �ui
��j � ui���j � ui�j
� � ui�j��� � h�fi�j � i� j � �� � � � � n� � �


�



Dies ist ein lineares System von �n� ��� Gleichungen in ebensovielen Unbe�
kannten ui�j� die ui�j mit i�j 
 f�� ng werden Null gesetzt� Ist h hinreichend
klein� so ho�t man� da� ui�j eine gute N�aherung f�ur u

��
i
j

�
h

�
ist�

Ein Einzelschritt lautet nun einfach

for i � �� � � � � n� � for j � �� � � � � n� �
ui�j � �h�fi�j � ui
��j � ui���j � ui�j
� � ui�j����� �

Beide Verfahren kann man beschleunigen durch Einf�uhrung eines �Relaxati�
onsparameters� �� F�ur das Gesamtschrittverfahren setzt man

xk
�
i � ��� ��xki � ��bi �

X
j ��i

ai�jx
k
j ��ai�i �

und f�ur das Einzelschrittverfahren

xk
�
i � ��� ��xki � �

�
�bi � i��X

j��

ai�jx
k
�
j �

nX
j�i
�

ai�jx
k
j

�
A �ai�i �

Man bildet also gewichtete Summen der k�ten und der k � ��ten N�aherung�
Das letzte Verfahren hei�t SOR �successive overrelaxation� und spielt eine
wichtige Rolle� F�ur die Programmierung von SOR gilt das �uber das Einzel�
schrittverfahren Gesagte�

In Matrizenschreibweise haben alle diese Verfahren die Form

xk
� � Bxk � c �

Dabei ist f�ur das Gesamtschrittverfahren

B � �D���L �R� � c � D��b �

f�ur das Einzelschrittverfahren

B � ��D � L���R � c � �D � L���b

und f�ur das SOR�Verfahren

B � �D � �L������ � ��D � �R� � c � ��D � �L���b �
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��� Konvergenz

Alle unsere Konvergenzaussagen werden auf folgendem Satz beruhen�

Satz �
�
� Das Iterationsverfahren

xk
� � Bxk � c

konvergiert genau dann f�ur jede Wahl von x� und c� wenn ��B� � �� In
diesem Fall konvergiert es gegen die eindeutig bestimmte L�osung x von x �
Bx� c�

Beweis� Ist ��B� � �� so gibt es nach Satz I���� eine Norm k � k� so
da� kBk � �� Damit ist g�x� � Bx � c kontrahierend im ganzen Raum�
Konvergenz gegen x folgt dann aus Satz III�����

Sei umgekehrt das Verfahren f�ur alle x�� c konvergent� Wir w�ahlen f�ur x�� c
den Eigenvektor y von B mit Eigenwert 
� Dann ist

xk � �� � 
 � � � �� 
k�y �

Dies ist nur konvergent f�ur j
j � �� Also ist ��B� � ��
�

De�nition �
�
� Eine �n� n��Matrix A �uber K erf�ullt das starke Zeilensum�
menkriterium� wenn jai�ij � P

j ��i
jai�jj� i � �� � � � � n� Sie erf�ullt das schwa�

che Zeilensummenkriterium� wenn diese Ungleichungen mit mindestens einer
Ausnahme im schwachen Sinne �d�h� mit � an Stelle von �	 gelten�

A hei�t reduzibel� wenn man f�� � � � � ng so in zwei disjunkte nichtleere Men�
gen I� J aufteilen kann� da� ai�j � � f�ur �i� j� 
 I � J � Andernfalls hei�t A
irreduzibel�


�



Ist A reduzibel� so kann man A durch Zeilen� und Spaltenvertauschungen in
die Form

A �

�
A� �
A� A�

�

bringen� Das GleichungssystemAx � b zerf�allt dann in zwei kleinere Systeme
mit den Matrizen A�� A��

Satz �
�
� F�ur die �n� n��Matrix A sei eine der folgenden Bedingungen erf�ullt�

�a	 A erf�ulle das starke Zeilensummenkriterium�

�b	 A erf�ulle das schwache Zeilensummenkriterium und sei irreduzibel�

Dann konvergiert das Gesamtschrittverfahren zu L�osung von Ax � b f�ur jedes
b und x� gegen die eindeutig bestimmte L�osung x von Ax � b�

Beweis� Wir zeigen� da� ��D���L � R�� � �� wo A � D � L � R� Unter
der Voraussetzung �a� ist

kD���L�R�k� � n
max
i��

�

jai�ij
X
j ��i
jai�jj � � �

also in der Tat ��D���L � R�� � �� Unter der Voraussetzung �b� folgt nur
��D���L � R�� � �� Es gen�ugt daher zu zeigen� da� D���L � R� keinen
Eigenwert 
 mit j
j � � hat� W�are 
 ein solcher und x ein dazugeh�origer
Eigenvektor mit kxk� � �� so h�atten wir f�ur alle i 
 I � fi � jxij � �g

� � jxij � j
jjxij � �D���L�R�x�ij � �

jai�ij

������
X
j ��i

ai�jxj

������ � � �
also ������

X
j ��i

ai�jxj

������ � jai�ij � i 
 I �

Wegen des schwachen Zeilensummenkriteriums kann J � f�� � � � � ngn I nicht
leer sein� Da A irreduzibel ist� gibt es �i�� j�� 
 I �J mit ai��j� �� �� Dann ist


�



� � j
jjxi�j � j�D���L�R�x�i� j �
�

jai��i�j

������
X
j ��i�

ai��jxj

������
�

�

jai��i�j
X
j ��i�

jai��jj � � �

Dieser Widerspruch zeigt� da� es keinen solchen Eigenwert 
 geben kann�

�

Satz �
�
� Die �n� n��Matrix A sei positiv de
nit� Dann konvergiert das
SOR�Verfahren zur L�osung von Ax � b genau dann f�ur jede Wahl von x�

und b� wenn � � � � ��

Beweis� Wir haben zu zeigen� da� f�ur die SOR�MatrixB� � �D��L�������
��D � �R� der Spektralradius ��B�� � � ist f�ur � � � � �� Sei x ein Eigen�
vektor von B� zum Eigenwert 
 mit j
j � ��B��� also

���� ��D � �R�x � 
�D � �L�x �

Inneres Produkt mit x ergibt

��� ���Dx� x�� ��Rx� x� � 
��Dx� x� � ��Lx� x�� �

Wir setzen d � �Dx� x�� � � �Lx� x�� Weil A hermitesch ist� gilt �Rx� x� �
�L�x� x� � �x�Lx� � �� also

�� � ��d� �� � 
�d � ���

oder


 �
��� ��d� ��

d� ��
�

Mit � � 	� i
� 	� 
 
 IR bekommen wir� weil d � ��

j
j� � ��� � ��d � �	�� � ��
�

�d � �	�� � ��
�
�


�



Es ist also genau dann j
j � �� wenn
j�� � ��d � �	j � jd� �	j �

Mit 	� � 	�d lautet dies

j�� � � �	�j � j� � �	�j � �����

Da A positiv de�nit ist� gilt

� � �Ax� x� � d � �� � � d� �	 � d�� � �	�� �

also 	� � ����� F�ur � � � � � k�onnen wir die Betragsstriche bei j� � �	�j
in ����� weglassen und erhalten

j� � � � �	�j � � � �	�

als Bedingung f�ur j
j � �� Dies ist aber f�ur � � � � � richtig�

�

Die Bedingung an � kann man nicht abschw�achen� Es gilt n�amlich

Satz �
�
� Sei B� die SOR�Matrix f�ur eine beliebige Matrix mit nichtver�
schwindenden Diagonalelementen� Dann gilt

��B�� � j� � �j �

Beweis� Es ist

B� � �I � �D��L������� ��I � �D��R� �

Die Diagonale von B� ist also �� � ��I� Sind 
�� � � � � 
n die Eigenwerte von
A �nicht notwendig verschieden�� so gilt

��B��
n � j
� � � � 
nj � j�� �jn �

und daraus folgt die Behauptung�

�







��� Das Verfahren der konjugierten

Gradienten �CG�

Ein Problem des SOR�Verfahrens liegt in der Bestimmung des optimalen
Wertes von �� Das CG�Verfahren kommt ohne einen solchen Parameter aus
und hat trotzdem gute Konvergenzeigenschaften�

Sei A eine reelle positiv de�nite �n� n��Matrix� Zu l�osen sei Ax � b� Wir
setzen

f�x� �
�

�
�x�Ax�� �x� b� �

Satz �
�
� x ist genau dann L�osung von Ax � b� wenn f�x� � f�x� f�ur alle
x 
 IRn�

Beweis� Ist x die gesuchte L�osung� so ist

�

�
�A�x� x�� �x� x�� �

�

�
�Ax� x�� �x� b� � �

�
�Ax� x� �

x ist also der eindeutig bestimmte Vektor� welcher f�x� minimiert�

�

Anstelle einer L�osung von Ax � b k�onnen wir also genausogut das Minimum
von f�x� suchen� Sei x� eine Ausgangsn�aherung f�ur x� Wir suchen eine bessere
N�aherung f�ur x in der Form x� � 	d�� wo d� �� � eine �Suchrichtung� ist�
Wir bestimmen 	 so� da� f�x��	d�� minimal ist� Wegen f ��x� � Ax� b ist

d

d	
f�x� � 	d�� � �f ��x� � 	d��� d��

� �A�x� � 	d��� b� d��

� �r�� d�� � 	�Ad�� d�� �

d�

d	�
f�x� � 	d�� � �Ad�� d�� � � �







wobei wir hier und unten rk � Axk � b setzen� Entlang x� � 	d� ist also f
genau dann minimal� wenn die erste Ableitung von f verschwindet� Dies ist
f�ur

	� � � �r�� d��

�Ad�� d��

der Fall� Geometrisch bedeutet diese Wahl� da� r� � d�� und d� liegt im
Tangentialraum des Ellipsoids f�x� � f�x�� im Punkte x�� Die neue Appro�
ximation f�ur x ist dann x� � x� � 	d��

Wie w�ahlt man nun d�" Eine naheliegende Wahl ist d� � �r�� d�h� man l�auft
in Richtung des steilsten Abstiegs von f � Dies f�uhrt zu den Verfahren des
steilsten Abstiegs �steepest descent� oder Gradientenverfahren�

Initialisierung � W�ahle x�� r� � Ax� � b� d� � �r��
F�ur k � �� �� �� � � � � z � Adk

	k � ��d
k� dk�
�z� dk�

xk
� � xk � 	kd
k � dk
� � dk � 	kz �

Die Suchrichtung beim k�ten Schritt ist dk � �rk�

Gradienten�Verfahren CG�Verfahren

x

d
k��

x
k��

r
k��

x
k

x

x
k��

r
k��

x
k

d
k��


	



Wir haben gesehen� da� f�ur das Gradientenverfahren rk
� � dk ist� also
dk
� � dk� Dies bedeutet� da� xk sich x auf einem Zick�Zack�Kurs ann�ahert�
Dies l�a�t f�ur die Konvergenzgeschwindigkeit nichts Gutes ho�en�

Beim CG�Verfahren ersetzt man die eindimensionale Minimierung durch eine
zweidimensionale� Sind x�� x� nach den Gradientenverfahren berechnet� so
setzt man

x� � x� � 	r� � 
d�

und bestimmt 	� 
 so� da� f�x�� minimal ist� Die Bedingungen f�ur ein Mi�
nimum sind

�f

�	
�x�� � �Ax� � b� r�� � �

�f

�

�x�� � �Ax� � b� d�� � � �

Au��osen dieser Gleichungen nach 	� 
 liefert x�� Wir benutzen nur die zweite
Gleichung� welche wir in der Form

�r� � 	Ar� � 
Ad�� d�� � �

schreiben k�onnen� Wegen �r�� d�� � � folgt


 � 	
� � 
� �
�Ar�� d��

�Ad�� d��

und damit
x� � x� � 	d� � d� � �r� � 
�d

� �

Nun k�onnen wir 	 durch eine eindimensionale Minimierung bestimmen� Das
Resultat 	� kennen wir schon vom Gradientenverfahren� n�amlich

	� � � �r�� d��

�d�� Ad��
�

Damit ist x� bestimmt� allerdings in einer sehr unpraktischen Form� Die Be�
rechnung von x� erfordert drei Anwendungen der Matrix A auf einen Vektor�
Wir wollen mit einer Anwendung auskommen� Dazu schreiben wir 
� in der
Form


� �
�r�� Ad��

�d�� Ad��
�
�r�� �r� � r���	��

�d�� Ad��
�
�r�� r��

�r�� r��
�


�



wobei� wie beim Gradientenverfahren� 	� � �r�� r����d�� Ad��� F�ur 	� haben
wir die 	� entsprechende Form

	� � ��r
���r� � 
�d

��

�d�� Ad��
�
�r�� r��

�d�� Ad��
�

denn �r�� d�� � �� Damit lautet das CG�Verfahren�

Initialisierung � W�ahle x�� r� � Ax� � b� d� � �r�
F�ur k � �� �� � � � � z � Adk

	k �
�rk� rk�
�dk� z�

xk
� � xk � 	kd
k � rk
� � rk � 	kz


k �
�rk
�� rk
��
�rk� rk�

dk
� � �rk
� � 
kd
k �

F�ur k � � macht also das CG�Verfahren einen Gradientenschritt� Die weite�
ren Schritte f�uhren wie das Gradientverfahren eine eindimensionale Minimie�
rung durch� aber nicht entlang des steilsten Abstiegs �rk� sondern entlang
der Richtung dk� Das Verfahren bricht ab� wenn rk � �� In diesem Fall ist
xk � x�

Satz �
�
� Das CG�Verfahren bricht nach h�ochstens n Schritten mit rk � �
ab� Solange es nicht abbricht� gilt

�a	 �di� rk� � � f�ur i � k�

�b	 �rk� dk� � �krkk��
�c	 �ri� rk� � � f�ur i � k�

�d	 �di� Adk� � � f�ur i � k�

�e	 sp fd�� � � � � dkg � sp fr�� � � � � rkg�

	�



Beweis� Wir beweisen �a� � �e� durch Induktion nach k� Die Aussage �uber
den Abbruch folgt dann aus �c�� weil es nicht mehr als n linear unabh�angige
Vektoren rk gibt� Solange rk �� � ist� ist nach �b� auch dk �� �� Das Verfahren
bricht also nur mit rk � � ab� F�ur k � � sind �a� � �e� trivial� Sei �a� � �e�
richtig f�ur ein k � �� Wir zeigen� da� �a� � �e� dann auch f�ur k�� richtig ist�
wenn nur rk
� �� ��
�a� Es ist f�ur i � k

�di� rk
�� � �di� rk � 	kAd
k� � �

wegen �a� und �d� f�ur k� F�ur i � k ist

�dk� rk
�� � � �

weil xk
� durch Minimierung entlang dk entsteht�

�b� Es ist
�rk
�� dk
�� � �rk
���rk
� � 
kd

k� � �krk
�k� �
weil �a� auch f�ur k � � gilt�

�c� Weil �a� auch f�ur k � � gilt� ist f�ur i � k � � mit 
�� � �

�ri� rk
�� � ��di � 
i��di��� rk
�� � � �

�d� Aus �b� f�ur k � � folgt dk
� �� �� F�ur i � k ist

�di� Adk
�� � �di� A��rk
� � 
kd
k��

� ��Adi� rk
�� � 
k�di� Adk�

� �
�i
�ri � ri
�� rk
�� � 
k�di� Adk� �

Dies verschwindet wegen �c� f�ur k � � und �d� f�ur k� F�ur i � k ist

�dk� Adk
�� � �Adk� dk
�� � �
�k
�rk
� � rk��rk
� � 
kd

k�

� �
�k
��rk
�� rk
��� 
k�rk� dk��

wegen �a�� �c� f�ur k��� und dies verschwindet nach De�nition von 
k�

�e� Es ist sp fd�� � � � � dkg � sp fr�� � � � � rkg und dk
� � �rk
� � 
kd
k� Also

ist auch sp fd�� � � � � dk
�g � sp fr�� � � � � rk
�g�

	�



�

Bemerkung� Man nennt Vektoren x� ymit �x�Ay� � � konjugiert �bez�uglich
A�� Nach Teil �d�� �e� des Satzes entstehen die Richtungen dk aus den Gradi�
enten rk durch Orthogonalisierung bez�uglich des inneren Produktes �x�Ay��
Dies erkl�art den Namen �konjugierte Gradienten��

Der folgende Satz gibt eine Erkl�arung f�ur die E�zienz des CG�Verfahrens�

Satz �
�
� Solange das CG�Verfahren nicht abbricht� minimiert xk die Funk�
tion f�x� in x�� sp fd�� � � � � dk��g�

Beweis� Sei f�x� minimal f�ur x � x� �
k��P
i��

cid
i� also

�

�ci
f

�
x� �

k��X
i��

cid
i

�
� � � i � �� � � � � k � � �

Wegen

f

�
x� �

k��X
i��

cid
i

�
�
�

�

�
x� �

k��X
i��

cid
i� A

�
x� �

k��X
i��

cid
i

��
�
�
x� �

k��X
i��

cid
i� b

�

� f�x�� �
�

�

k��X
i�j��

cicj�d
i� Adj� �

k��X
i��

ci�d
i� Ax� � b�

� f�x�� �
�

�

k��X
i��

c�i �d
i� Adi� �

k��X
i��

ci�d
i� r�� �

wo wir Satz ��� �d� benutzt haben� gilt

ci � � �di� r��

�di� Adi�
� i � �� � � � � k � � �

Nach Konstruktion des CG�Verfahrens ist

di � �ri � 
i��di��

� �ri � 
i���ri�� � 
i��di���

� � � �
� �ri � 
i��ri�� � 
i��
i��ri�� � � � �� 
i�� � � � 
�r� �
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Nach Satz ��� �c� gilt also

�di� r�� � �
i�� � � � 
��r�� r�� � �ri� ri�

aufgrund der De�nition der 
k� Also haben wir

ci �
�ri� ri�

�di� Adi�
� 	i � i � �� � � � � k � � �

Also gilt f�ur den minimalen Vektor x in der Tat

x � x� �
k��X
i��

cid
i � x� �

k��X
i��

	id
i � xk �

�

Satz �
�
� F�ur das CG�Verfahren gilt die Fehlerabsch�atzung

kxk � xkA � �
�p

� � �p
�� �

�k
kx� � xkA �

wo � die Kondition von A in der euklidischen Norm und k � kA die Energie�
Norm kxkA � �x�Ax���� bedeutet�

Beweis� Nach Satz ��� ist f�x� � �
�
kx � xk�A � �

�
kxk�A� Nach Satz ���

minimiert xk die Funktion f�x� in x�� sp fd�� � � � � dk��g� also minimiert xk
auch kx � xkA in diesen Raum� der nach Satz ��� identisch ist mit x�� sp
fr�� � � � � rk��g� Wir zeigen

spfr�� � � � � rk��g � spfr�� Ar�� � � � � Ak��r�g � �����

F�ur k � � ist dies richtig� Sei es richtig f�ur ein k � �� Es ist rk �
rk�� � 	k��Adk��� und nach Satz IV���� �e� ist dk�� 
 sp fr�� � � � � rk��g �
sp fr�� � � � � Ak��r�g� also Adk�� 
 sp fr�� � � � � Akr�g und damit rk 
 sp
fr�� � � � � Akr�g� Umgekehrt ist dann auch Akr� 
 sp fr�� � � � � rkg� Damit ist
����� gezeigt�

	�



xk hat also die Gestalt

xk � x� � c�r
� � � � � ck��Ak��r�

oder

xk � x � x� � x� �c�I � � � �� ck��Ak��x� � x�

� Q�A��x�� x�

mit einem Polynom Q der Ordnung k und Q��� � �� Da A positiv de�niti
ist� existiert A���� und A���A � AA���� Also ist

kxk � xkA � �xk � x�A�xk � x�����

� kA����xk � x�k�
� kA���Q�A��x� � x�k�
� kQ�A�A����x� � x�k�
� kQ�A�k�kA����x� � x�k�
� kQ�A�k�kx� � xkA �

Seien � � 
� � � � � � 
n die Eigenwerte von A� Dann ist

kQ�A�k� � max

�



n

jQ�
�j �

Wir suchen nun Q so zu bestimmen� da� Q��� � � und jQj m�oglichst klein
in %
�� 
n&� Dazu f�uhren wir die Tschebitsche��Polynome Tk erster Art ein�
Es ist

T��x� � � � T��x� � x � Tk
��x� � Tk���x� � �xTk�x� �

Man best�atigt leicht� da�

Tk�x� � cos kt � x � cos t � � � t � � �

Wir setzen

Q�x� �
Tk�


 � 
� � 
n

� � 
n

�

Tk��
� � 
n

� � 
n

�

	�



O�enbar ist Q ein Polynom vom Grade k mit Q��� � �� und es ist

max

�



n

jQ�
�j � �

jTk��
� � 
n

� � 
n

�j

Nun gilt aber f�ur x � �

Tk�x� � �
�
�x�

p
x� � ��k � �����

Dazu setzen wir x � cosh t� also t � arccosh x � �n�x �
p
x� � ��� Aus der

Rekursion f�ur Tk folgt

Tk�x� � cosh kt

� �

�
ekt

�
�

�
�x�

p
x� � ��k

und dies ist ������ Mit x � 
�

n

��
n �

�
�
��� � � � ��A� � 
n


�
haben wir

x�
p
x� � � �

p
�� �p
�� � �

Damit folgt die Behauptung�

�

	�



��� Vorkonditionierung

Die gro�en linearen Gleichungssysteme mit d�unnbesetzter Matrix� f�ur welche
iterative Verfahren besonders geeignet sind� haben h�au�g eine sehr gro�e
Kondition� Wir wollen uns dies an dem Beispiel

�#u � f in ' � ��� ��� � u � � auf �'

klarmachen� Die diskrete Version aus x� ist

�uk�� � uk
��� � uk���� � uk��
� � uk���� � h�fk��

k� � � �� � � � � n� � � h � ��n � �����

uk�� � � falls k 
 f�� ng oder � 
 f�� ng �
Dabei bedeutet uk�� eine N�aherung f�ur u in dem Gitterpunkt �hk� h��� Wir
numerieren die Gitterpunkte und die Gleichungen ����� etwa zeilenweise von
� bis N � �n � ���� Man sieht dann leicht� da� die Matrix A von ����� eine
d�unnbesetzte symmetrische �N�N��Matrix ist�

Wir berechnen die Eigenwerte von A� Mit vk � sin	�kh ist wegen der Ad�
ditionstheoreme

�vk � vk
� � vk�� � ���� cos	�h�vk �

Mit vk�� � sin	�kh sin 
��h ist also

�vk�� � vk
��� � vk���� � vk��
� � vk���� � ��� � cos	�h� cos
�h�vk�� �

W�ahlen wir nun 	� 
 ganz und � � 	� 
 � n� so ist vk�� � � f�ur k 
 f�� ng
oder � 
 f�� ng und damit der Vektor �vk���k���������n�� Eigenvektor von A zum
Eigenwert


��� � ���� cos	�h� cos
�h� �
Damit haben wir alle N Eigenwerte von A gefunden� Die Kondition ��A�
von A bez�uglich der euklidischen Norm berechnet sich nun als Quotient von
gr�o�tem und kleinstem Eigenwert von A� also

��A� �

n���n��

���

�
� � cos h�

� � cos h� �

	




F�ur kleine h verh�alt sich dies wie ���h���� ist also sehr gro��

Berechnen wir die Konvergenzgeschwindigkeit des Gesamtschrittverfahrens�
Die Iterationsmatrix ist B � �D���L�R� mit A � D�L�R� D � �I� Sei
� ein Eigenwert von B� Dann ist ������� Eigenwert von A� also � � ��
���
Die Eigenwerte von B sind also

���� � �� 
����� �
�

�
�cos	�h� cos 
�h� �

Damit erhalten wir

��B� � max
�
����n

j����j � cos�h �

F�ur kleine h verh�alt sich dies wie � � ��h���� Die Konvergenz des Gesamt�
schrittverfahrens ist also sehr langsam�

Gesamtschritt� und CG�Verfahren konvergieren also beide langsam� doch
mit einem bedeutenden Unterschied� W�ahrend sich der Fehler beim Gesamt�
schrittverfahren wie �����h����k verh�alt� verh�alt er sich beim CG�Verfahren
�allerdings in einer anderen Norm� wie ���h��k� Das CG�Verfahren konver�
giert also weniger langsam als das Gesamtschrittverfahren� Man kann zeigen�
da� das SOR�Verfahren bei optimaler Wahl von � ungef�ahr so schnell wie
das CG�Verfahren konvergiert� Insgesamt mu� man also bei allen diesen Ver�
fahren mit langsamer Konvergenz rechnen� und zwar wird die Konvergenz
umso langsamer� je kleiner h wird�

Abhilfe scha�t hier die Vorkonditionierung� Dazu schreiben wir Ax � b in
der Form

C��A�C����C�x � C��b �����

mit einer nichtsingul�aren Matrix C� C wird so gew�ahlt� da�

��C��A�C������ ��A� �

����� hat dann die Gestalt
�A�x � �b �

�A � C��A�C���� � �x � C�x � �b � C��b �

wobei �A eine viel bessere Kondition hat als A� �Uberdies ist �A hermitesch
�positiv de�nit�� falls dies f�ur A der Fall ist�

	




Wegen

�C���� �AC� � �C����C��A�C����C� �M��A �

M � CC�

ist �� �A� � ��M��A�� Um f�ur �A eine gute Kondition zu bekommen� wird
man also M � A w�ahlen wollen� Gleichzeitig mu� M aber eine Cholesky�
Faktorisierung M � CC� besitzen� so da� C��� �C���� leicht auf Vektoren
anwendbar ist� F�ur A � I � L� L� ist

M � �I � L��I � L��

eine M�oglichkeit�

Andere M�oglichkeiten sind Dekompositionsmethoden und Mehrgitterverfah�
ren� Diese f�uhren zu von h unabh�angigen Konvergenzraten� Sie sind Gegen�
stand weiterf�uhrender Vorlesungen� wie etwa �Numerik partieller Di�erenti�
algleichungen��

		



Kapitel �

Interpolation

��� Interpolation durch Polynome

Sei Pndie Menge der Polynome mit komplexen Koe�zienten vom Grade � n�
Pn besteht also aus den Ausdr�ucken der Form

nX
k��

anx
k � an 
 C �

Als Polynominterpolation bezeichnet man folgende Aufgabe� Gegeben seien
n�� �St�utzstellen� x�� � � � � xn 
 C und ebensoviel �St�utzwerte� y�� � � � � yn 

C� Gesucht ist p 
 Pn mit p�xj� � yj� j � �� � � � � n�

Satz �
�
� p ist eindeutig bestimmt� falls die xj paarweise verschieden sind�

Beweis� Das Interpolationsproblems ist �aquivalent dem linearen Gleichungs�
system

nX
k��

ajx
k
j � yj � j � �� � � � � n �����

f�ur a�� � � � � an� Wir zeigen� da� dieses eindeutig l�osbar ist� Dazu ist hinrei�
chend� da� das zugeh�orige homogene System� also das System mit y� � y� �
� � � � yn � �� nur die L�osung a� � a� � � � � an � � hat� Dies ist aber der Fall�
weil ein Polynom vom Grade � n nicht mehr als n�� paarweise verschiedene
Nullstellen haben kann�

�

	�



Zur Berechnung des interpolierenden Polynoms k�onnte man das lineare Glei�
chungssystem ����� l�osen� etwa durch die Cramer�sche Regel� Die Determi�
nante von ����� ist die Vandermond�sche Determinante

V �

����������

� � � � �
x� xn
���

���
xn� xnn

����������
�

Y
i�k

�xi � xk� �

Diese ist also �� �� falls die xj paarweise verschieden sind� was einen neuen
Beweis von Satz � liefert� Wir ersetzen in V die k�te Spalte durch die Zahlen
y�� � � � � yn und bezeichnen das Resultat mit Vk� Die L�osung des Interpolati�
onsproblems ist dann

p�x� �
nX

k��

akx
k � ak �

Vk
V

� k � �� � � � � n �

F�ur das praktische Rechnen ist diese L�osung v�ollig ungeeignet� Wir werden
drei sehr viel praktischere Darstellungen von p �nden�

�
 Die Form von Lagrange

Man setzt

�j�x� �
nY

i��� i��j

x� xi
xj � xi

� j � �� � � � � n �

Es ist �j 
 Pn L�osung des speziellen Interpolationsproblems

�j�xk� �

�
� � k � j �
� � sonst �

F�ur das gesuchte Polynom gilt dann

p�x� �
nX
j��

yj�j�x� �

Beispiel� n � �� St�utzstellen und St�utzwerte seien

j xj yj
� � �

� � �

� � �

��



Wir berechnen

���x� �
�x� x���x� x��
�x� � x���x� � x��

� �
��x� ���x� ��

���x� �
�x� x���x� x��
�x� � x���x� � x��

� ��
�
x�x� ��

���x� �
�x� x���x� x��
�x� � x���x� � x��

� �
�
x�x� ��

und erhalten

p�x� �
�

�
�x� ���x � �� � �

�
x�x� �� � �

�
x�x� �� � ��



x� �

�




x� � �

�
 Die Rekursionsformel von Neville

Wir bezeichnen mit pi�����k das nach Satz � eindeutig bestimmte Polynom

 Pk�i� welches yi� � � � � yk an den Stellen xi� � � � � xk interpoliert� Das gesuchte
Polynom ist dann p � p������n�

Satz �
�
� Es ist

pi�����k�x� �
�

xk � xi
��x� xi�pi
������k�x� � �xk � x�pi�����k���x�� �

Beweis� Auf der rechten Seite steht ein Polynom vom Grade k� i� das an
den Stellen xi� � � � � xk die Werte yi� � � � � yk annimmt� Nach Satz � ist dieses
eindeutig bestimmt und mu� daher mit pi�����k �ubereinstimmen�

�

Die Neville�sche Formel erlaubt die Berechnung des Interpolationspolynoms
p nach folgendem Schema �n � ���

x� y� � p�

p���

x� y� � p� p�����

p��� p������� � p

x� y� � p� p�����

p���

x� y� � p�

��



Bei Hinzunahme einer weiteren St�utzstelle �und Erh�ohung des Polynom�
grads� wird das Schema einfach um eine Zeile erweitert� ohne da� die bereits
berechneten Teile des Schemas neu berechnet werden m�u�ten�

�
 Die Newton�sche Form

F�ur p � p������n machen wir den Ansatz

p������n�x� � A� �A��x� x�� �A��x� x���x� x�� � � � �
�An�x� x���x� x�� � � � �x� xn���

mit noch zu bestimmendenKoe�zientenA�� � � � � An� Die Bedingungen p�xj� �
yj� j � �� � � � � n ergeben f�ur die Ak das lineare Gleichungssystem

A� � y� �

A� �A��x� � x�� � y� �

A� �A��x� � x�� �A��x� � x���x� � x�� � y� �

� � �
A� �A��xn � x�� � � � � �An�xn � x�� � � � �xn � xn��� � yn �

Die Ak k�onnen also durch Vorw�artseinsetzen berechnet werden� F�ur das
Resultat gibt es eine elegante Darstellung durch �dividierte Di�erenzen�
%yi� � � � � yk&� Diese sind rekursiv de�niert durch

%yi& � yi �

%yi� � � � � yk& �
�

xk � xi
�%yi
�� � � � � yk&� %yi� � � � � yk��&� �

Z�B� ist
%y�� y�& �

y� � y�
x� � x�

�

%y�� y�� y�& �
�

x� � x�

� y� � y�
x� � x�

� y� � y�
x� � x�

�
�

Man ordnet die dividierten Di�erenzen im �Di�erenzenschema� an�

��



x� %y�&

%y�� y�&

x� %y�& %y�� y�� y�&

%y�� y�& %y�� y�� y�� y�&

x� %y�& %y�� y�� y�&

%y�� y�&

x� %y�&

Satz �
�
� F�ur die Koe�zienten Ai gilt

Ai � %y�� � � � � yi& � i � �� � � � � n �

Beweis� Wir zeigen

pi�����k�x� � %yi& � %yi� yi
�&�x� xi� � %yi� yi
�� yi
�&�x� xi��x� xi
��

�����

� � � � � %yi� � � � � yk&�x� xi� � � � �x� xk���

durch Induktion nach m � k� i� F�ur m � � ist ����� richtig� Sei ����� richtig
f�ur ein m � �� Dann ist

pi�����k�x� � %yi� � � � � yk&�x� xi� � � � �x� xk��� � q��x�

� %yi� � � � � yk&xk�i � q��x�

mit q� 
 Pk�i��� und ebenso gilt

pi
������k
��x� � %yi
�� � � � � yk
�&x
k�i � q��x� �

Nach Satz � ist mit r� 
 Pk�i

pi�����k
��x� �
�

xk
� � xi
��x� xi�pi
������k
��x� � �xk
� � x�pi�����k�x��

� �
xk
� � xi

�%yi
�� � � � � yk
�&� %yi� � � � � yk&�xk�i
� � r��x�

� %yi� � � � � yk
�&xk�i
� � r��x�

� %yi� � � � � yk
�&�x� xi� � � � �x� xk� � r��x� �

O�enbar mu� r��xj� � yj� j � i� � � � � k sein� Nach Satz � ist also r� � pi�����k�
Da f�ur pi�����k ����� bereits gilt� gilt ����� auch f�ur pi�����k
��

��



�

Beispiel�Wir haben oben das Interpolationsproblem

j xj yj
� � �
� � �
� � �

durch die Lagrange�sche Form des Interpolationspolynoms gel�ost� Zur L�osung
des gleichen Problems mit der Newton�schen Form stellen wir zun�achst ein�
mal das Di�erenzenschema auf�

� �
�

� � ���

����

� �

Die Koe�zienten des Newton�schen Interpolationspolynoms stehen in der
obersten Zeile�

p�x� � � � �x� �


x�x� �� � � � �


x
x� �



x� �

F�ugen wir noch die St�utzstelle x� � � mit dem St�utzwert y� � � hinzu� so
lautet das erweiterte Di�erenzenschema

� �

�

� � ���

���� ����

� � ����
��

� �

und das zugeh�orige Interpolationsproblem ist

p�x� � � � �x � �


x�x� �� � �

�
x�x� ���x� �� �

��



��� Der Interpolationsfehler

Seien in einem Intervall %a� b& n � � paarweise verschiedene St�utzstellen
x�� � � � � xn und eine Funktion f 
 Cn
�%a� b& gegeben� Wir wollen f�x� f�ur
x �� xi approximieren�

Betrachten wir das eindeutig bestimmte Polynom p 
 Pn mit p�xj� � f�xj��
j � �� � � � � n� Der folgende Satz macht eine Aussage �uber den Fehler� der bei
einer Approximation von f durch p auftritt�

Satz �
�
� Zu jedem x 
 %a� b& existiert ein �x 
 %a� b&� so da� gilt�

f�x�� p�x� � w�x�
f �n
����x�

�n� ���

mit

w�x� �
nY
j��

�x� xj�

Beweis� Sei x 
 %a� b& beliebig gew�ahlt mit x �� xj� j � �� � � � � n� Wir
setzen

F �x� � f�x�� p�x��Kw�x�

mit einer Konstanten K� Dann ist

F �xj� � � � j � �� � � � � n �

Wir w�ahlen K nun so� da� auch F �x� verschwindet� also

K �

�
f � p

w

�
�x� �

Damit hat F in %a� b& mindestens die n � � Nullstellen x� x�� � � � � xn� Durch
wiederholte Anwendung des Satzes von Rolle folgt� da� F �n
�� mindestens
eine Nullstelle �x in %a� b& besitzt�

Aus der Beziehung

F �n
���x� � f �n
���x��K�n� ���

��



folgt

K �

�
f � p

w

�
�x� �

f �n
����x�

�n� ���
�

Also

f�x�� p�x� � w�x�
f �n
����x�

�n� ���
�

Diese Beziehung ist o�enbar auch f�ur x � xj� j � �� � � � � n erf�ullt�

�

F�ur den Interpolationsfehler erhalten wir die Absch�atzung

jf�x�� p�x�j � jw�x�j max
x�
a�b�

jf �n
���x�j
�n � ���

�

�� Wir betrachten zuerst den Fall gleichm�a�ig verteilter St�utzstellen xj �
a� jh mit der �Schrittweite� h � b�a

n
� F�ur x � a� �h� � � � � n gilt

w�x� � hn
�
nY
j��

�� � j� �

also

jf�x�� p�x�j � hn
�

�n� ���

�
� nY
j��

j� � jj
�
A max

x�
a�b�
jf �n
���x�j �

�a� F�ur b� a� � bei festem n erhalten wir

f�x�� p�x� � O�hn
�� �

�b� Der Fall n � � bei fester Intervall�ange b � a f�uhrt i�a� zu keiner
Konvergenz� Wir betrachten hierzu das Beispiel von Runge�

f�x� � �� � ��x���� in %��� �&

�




0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

1/(1+25*t*t)

f wird an den Stellen xj � �� � �j
n
� j � �� � � � � n durch ein Polynom

vom Grad n interpoliert� Die folgende Tabelle zeigt� da� der Interpola�
tionsfehler f�ur gro�e n stark anw�achst�

n maxx�
����� jf�x�� p�x�j
� �� �

� �� ��
�� �� �

�� 	� �


�� Wir w�ahlen die St�utzstellen x�� � � � � xn nun so� da� max
�a�b�

jw�x�jm�oglichst
klein ist�

F�ur %a� b& � %��� �& erhalten wir
w�x� � ��nTn
��x� �

wobei f�ur x 
 %��� �& die Tschebysche��Polynome Tn wie folgt de�niert sind�
Tn�x� � cos nt � x � cos t � � � t � � �

�




In IV�� haben wir gesehen� da�

Tn
� � �xTn � Tn�� �

Die Rekursion zeigt� da� Tn f�ur n � � die Form

Tn�x� � �
n��xn � Polynom 
 Pn��

haben mu��

Daher hat w�x� � ��nTn
��x� den H�ochstkoe�zienten � und es gilt

jw�x�j � ��n in %��� �& �

Die Nullstellen xj � cos
�j
����	

n
� j � �� � � � � n von w sind unsere St�utzstellen�

Bei dieser Wahl ergibt sich die Fehlerabsch�atzung

jf�x�� p�x�j � Maxjf
�n
���x�j

�n�n� ���
�

F�ur das obige Beispiel ergeben sich folgende Werte�

n maxx�
����� jf�x�� p�x�j
� �� ��
� �� �

�� �� ��
�� �� ��

Die Verbesserung ist erheblich� die Approximation aber immer noch unbe�
friedigend�

�	



��� Trigonometrische Interpolation

Wir betrachten in diesem Abschnitt einen wichtigen Spezialfall der Polynom�
interpolation� bei dem die St�utzstellen in regelm�a�igen Abst�anden auf dem
komplexen Einheitskreis liegen�

Diese spezielle Problemstellung wird zu einem der wichtigsten Hilfsmittel der
angewandten Mathematik f�uhren� Zur diskreten Fouriertransformation�

Die St�utzstellen seien gegeben durch

xj � eitj � cos tj � i sin tj � tj � ��j�n � j � �� � � � � n� � �

Beispiel� n � 	
Im x

-1

�i

x�

x� � i

x�

x� � �

Re x

��



Nach Satz ����� gibt es ein eindeutig bestimmtes Polynom p 
 Pn�� mit
p�xj� � yj� j � �� � � � � n� ��
Die Koe�zienten von p bezeichnen wir mit $yk�

p�x� �
n��X
k��

$ykx
k

Seien y � �y�� � � � � yn���T 
 Cn und $y � �$y�� � � � � $yn���T 
 Cn� Dann k�onnen
wir die Interpolationsaufgabe

yj �
n��X
k��

$ykx
k
j � j � �� � � � � n� �

in die Form

y �

�
BBBB�
� x� � � � xn��

� x� � � � xn���
���

� � �

� xn�� � � � xn��n��

�
CCCCA � $y � W $y �

umschreiben� Die Inversion der Matrix W erweist sich als sehr einfach�

Satz �
�
� Mit obigen De
nitionen f�ur xj� j � �� � � � � n� � und die Matrix
W gilt�

WW � � nI �

Beweis� F�ur k� � � �� � � � � n� � gilt�

�WW ��k� �
n��X
j��

xjkx
j
�

�
n��X
j��

ei�tk�t��j

�
n��X
j��

e�	i�k���j�n

�
n��X
j��

qj mit q � e�	i�k����n

���



�

�
qn��
q�� � falls q �� �
n � falls q � �

�

�
� � falls k �� �
n � falls k � �

�

Damit haben wir gleichzeitig eine Orthogonalit�atseigenschaft der trigonome�
trischen Funktionen gezeigt�

�

n

n��X
j��

e�	ijk�n �

�
� � falls k 
 nZ
� � sonst

Wegen �WW ��k�� � �W �W �k��� k� � � �� � � � � n� �� k�onnen wir folgern�

W�� �
�

n
W �

und damit

$y �
�

n
W �y �

In Komponenten�

$yk � �
n

n��P
j��

e��	ijk�nyj � ���

yj �
n��P
k��

e�	ijk�n$yk � ���

Gleichung ��� hei�t diskrete Fouriertransformation der L�ange n� ��� hei�t ent�
sprechend inverse diskrete Fouriertransformation der L�ange n� Beide werden
in der Angewandten Mathematik sehr h�au�g benutzt� Man programmiert
jedoch nicht nach den Formeln ��� und ���� was jeweils n� komplexe Re�
chenoperationen beanspruchen w�urde� sondern benutzt erheblich schnellere
Algorithmen� Einen davon werden wir in ��� kennenlernen�

���



Zun�achst stellen wir jedoch die Beziehung zum Titel dieses Paragraphen her
und dr�ucken p�x� durch trigonometrische Funktionen aus�

Wir setzen

ak �
�

n

n��X
j��

yj cos���kj�n� �

bk �
�

n

n��X
j��

yj sin���kj�n� �

Dann ist

$yk �
�

n

n��X
j��

yje
��	ijk�n

�
�

n

n��X
j��

yj�cos���jk�n�� i sin���jk�n��

�
�

�
�ak � ibk� �

Man beachte� da� dies keine Zerlegung in Real� und Imagin�arteil von $yk
darstellt� da die ak und bk nicht notwendig reell sind� Es gilt�

an�k � ak und bn�k � �bk
und damit

$yn�k �
�

�
�ak � ibk� �

Sei n nun ungerade� also n � �m� �� Dann erhalten wir

p�xj� �
n��X
k��

$yke
�	ijk�n

� $y� �
mX
k��

$yke
�	ijk�n �

n��X
k�m
�

$yke
�	ijk�n

� $y� �
mX
k��

$yke
�	ijk�n �

mX
k���

$yn�k�e�	ij�n�k
���n � k� � n� k

���



� $y� �
�

�

mX
k��

f�ak � ibk��cos���jk�n� � i sin���jk�n��

��ak � ibk��cos���jk�n� � i sin���jk�n��g

	 p�xj� � yj �
a�
�
�

mX
k��

�ak cos���jk�n� � bk sin���jk�n�� � ���

F�ur gerades n� n � �m� erh�alt man analog

p�xj� � yj �
a�
�
�

m��X
k��

�ak cos���jk�n� � bk sin���jk�n��

�
a�
�
cos���jm�n� � ����

wenn man beachtet� da� bm verschwindet�

Wir bezeichnen die Menge

Tm �
�
a�
�
�

mX
k��

�ak cos kt� bk sin kt� � ak� bk 
 C
�

als die Menge der trigonometrischen Polynome vom Grad m�

�� vgl� Aufgabe �	 ��

Damit haben wir die folgende Aussage �uber die trigonometrische Interpola�
tion gewonnen�

Satz �
�
� Gesucht sei T 
 Tm mit

T �tj� � yj � j � �� � � � � n� �
tj � ��j�n �

F�ur n � �m�� ist die Aufgabe eindeutig l�osbar und die L�osung ist durch ��	
gegeben�

F�ur n � �m gibt es genau eine L�osung mit bn � �� die durch ���	 gegeben
ist�

���



����� Algorithmus von Goertzel und Reinsch

F�ur die trigonometrische Interpolation und besonders f�ur die diskrete Fou�
riertransformation ist es wichtig� e�ziente Algorithmen zur Auswertung von
Ausdr�ucken der Form

c �
n��X
k��

yk cos k� und s �
n��X
k��

yk sin k�

zu kennen�

Goertzel hat hierf�ur ���	 ein Verfahren vorgeschlagen� das im folgenden Satz
dargestellt wird�

Satz �
�
� F�ur � �
 �Z� n 
 IN sei

uj �
�

sin�

n��X
k�j

yk sin�k � j � ��� � j � �� � � � � n� �

un � un
� � � �

Dann gilt�

�a	 uj � yj � � cos � uj
� � uj
� � j � n� �� n� �� � � � � �

�b	
n��P
k��

yk sin k� � u� sin�

�c	
n��P
k��

yk cos k� � u� cos� u� � u�

Beweis� Zu �a�� Das Additionstheorem f�ur den Sinus

sin�	� 
� � sin	 cos 
 � cos	 sin


liefert uns die Formel

sin�k � j 
 ��� � sin�k � j�� cos�
 cos�k � j�� sin� �

���



Hiermit k�onnen wir �a� durch einfaches Nachrechnen zeigen�

yj � � cos� uj
� � uj
�

� yj �
�

sin�

��
�� cos�

n��X
k�j
�

yk sin�k � j���
n��X
k�j
�

yk sin�k � j � ���

�
�

� yj �
�

sin�

n��X
k�j
�

yk f� cos� sin�k � j��� sin�k � j � ���g

� yj �
�

sin�

n��X
k�j
�

yk f� cos� sin�k � j��� �sin�k � j�� cos�� cos�k � j�� sin��g

� yj �
�

sin�

n��X
k�j
�

yk fcos� sin�k � j��� sin� cos�k � j��g

�
�

sin�

��
�yj sin��

n��X
k�j
�

yk sin�k � j � ���


�
�

�
�

sin�

n��X
k�j

yk sin�k � j � ���

� uj

�b� Dies folgt direkt aus der De�nition von u��

�c� �Ubungsaufgabe �
�

�

Pseudo � Programm�

goertzel ��� y� n� s� c�
fun � un
� � ��

� � cos��
for j � n� �� n � �� � � � � �
uj � yj � ��uj
� � uj
��

c � y� � u�� � u��
s � u� sin��

g

���



Zahlenbeispiel� n � ����� � � 	
��n���� yj �

�
� � j � n� �
� � sonst �

Korrekt� c � cos 	� � �� s � sin
	
� � �

Sun � mit �oat�Zahlen� �cG � ���������� �sG � �����



Das ist nicht sehr befriedigend�

Das wesentliche Problem steckt hier in der Verwendung von � � cos�� Wir
berechnen c als Funktion von �� Es zeigt sich� da� c bei kleinem� emp�ndlich
auf kleine Fehler in � reagiert�

Sei � � �� � bezeichne die Maschinengenauigkeit�

c �
n��X
k��

yk cos k� �
n��X
k��

yk cos�k arccos ��

�c

��
�

n��X
k��

yk�� sin�k � arccos ��� � k �
�
� �p

� � ��

�

�p
�� ��

n��X
k��

kyk sin�k � arccos ��

�

sin�

n��X
k��

kyk sin�k�� �
�

sin�

�
� �c

��

�

	 #c �

����� �c�� �#�
����� �

����� �sin� �c

��
� � � cos�

����� �
������ � cot� �c��

�����
Bei kleinem � f�uhren Ungenauigkeiten in � wegen dem Faktor cot� zu viel
gr�o�eren Fehlern� als Ungenauigkeiten in �� Damit haben wir o�enbar einen
unn�otig instabilen Weg gew�ahlt� um c zu berechnen�

Eine Verbesserung bringt die Variante von Reinsch�

Wir beschr�anken uns auf den Fall cos� � �� Als Hilfsgr�o�e wird

wj �� uj � uj
�

eingef�uhrt� Die Rekursionsformel aus Satz � kann dann wie folgt umgeschrie�

��




ben werden�

uj � yj � � cos � uj
� � uj
�

� uj � uj
� � yj � ��cos�� ��� �z �
��


uj
� � uj
� � uj
�

� wj � yj � 
uj
� � wj
� �

Mit

 � ��cos�� �� � �� sin� �

�

und

c � y� � cos�u� � u� � � � � � w� � 


�
w�

erhalten wir den folgenden Algorithmus�

reinsch ��� n� y� s� c�
f un
� � wn � ��


 � �� sin� �
� �

for j � n� �� � � � � �
f uj
� � wj
� � uj
��
wj � yj � 
uj
� � wj
��

g
c � w� � 


�w��
s � u� sin��

g
Obiges Zahlenbeispiel�

�cR � �����
	� � �sR � ��������

Der Algorithmus von Reinsch scheint bessere Resultate zu liefern�

Wir f�uhren dieselbe Fehlerrechnung wie oben durch� Hierbei k�onnen wir we�
gen 
 � ������ die Kettenregel anwenden und das obige Ergebnis benutzten�

�c

�

�

�c

��
� ��
�
��z�
� �

�

�
�

�

�

sin�

�
� �c

��

�

��




Dieses Ergebnis zeigt noch keine Verbesserung gegen�uber dem Algorithmus
von Goertzel� Wir berechnen den Fehler und benutzen sinx � � sin x

�
cos x

�
�

#c �

�����#
 � �c�

����� �

������� sin� �� � �� �

� sin �
�
cos �

�

�
� �c

��

������
�

������ � tan �� �c��
�����

F�ur kleines � ist auch tan �
�
klein� Der Vorteil ergibt sich in diesem Fall nur

aus dem Unterschied zwischen #� und #
� er ist also nur darin begr�undet�
da� wir bei kleinem� den Wert von sin� genau berechnen und v�a� speichern
k�onnen� als den Wert cos��

Der Vorteil des Verfahrens von Reinsch geht verloren� wenn wir � gr�o�er
w�ahlen� Bei � � 	

�� erhalten wir �n � ����� c � �� s � ��

Goertzel � �sG � �� ������ � cG � ��� �����

Reinsch � �sR � �� ������ � cR � �� ��

�	

F�ur die weiteren Anwendungen ist der Fall �� � aber wichtiger�

��� Schnelle Fouriertransformation

Wir betrachten nun einen e�zienten Algorithmus zur Berechnung von $y� die
schnelle Fouriertransformation �FFT� von Cooley�Tukey�

Sei n gerade� n � �m� Dann gilt

$yk �
n��X
j��

yjq
jk mit q � e��	i�n �

Es sind qn � � und qm � qn�� � ���
Die Idee ist nun� die Summe nach geraden und ungeraden Indizes zu zerlegen�

$yk �
m��X
���

q����ky�� �
m��X
���

q���
��ky��
�

��	



�
m��X
���

�q���ky�� � qk
m��X
���

�q���ky��
�

�� gk � qkuk

Wir sehen nun� da� sich gk und uk als Fouriertransformationen der L�ange
m � n�� berechnen� da gilt�

q� � e��	i��n���

Weiter erhalten wir

gk
m � gk

uk
m � uk

und damit f�ur k � �� � � � �m� �
$yk � gk � qkuk �
$yk
m � gk � qk
muk � gk � qkuk �

Sei nunMp die Anzahl der komplexenMultiplikationen undAp die Anzahl der
komplexen Additionen� die f�ur eine schnelle Fouriertransformation der L�ange
n � �p ben�otigt werden� Wenn wir die Berechnung von qk vernachl�assigen�
erhalten wir A� � �� M� � � und

Mp
� � �Mp � �p �
Ap
� � �Ap � �p
� �

also
Mp � �

�p�
p � �

��log� n� � n
Ap � p�p � �log� n� � n �

Damit gilt der

Satz �
�
� Die Fouriertransformation der L�ange n � �p kann durch �
�n log� n

komplexe Multiplikationen und n log� n komplexe Additionen berechnet wer�
den�

���



Pseudoprogramm�

�t �y� n�
f m � n���
for � � �� � � � �m� � f

g%�& � y%��&�
u%�& � y%��� �&�

g
if �m � �� f

�t �g�m��
�t �u�m��

g
for k � �� � � � �m� � f

u%k& � qk � u%k&�
y%k& � g%k& � u%k&�
y%k �m& � g%k&� u%k&�

g
g
Die FFT nach Cooley�Tukey ist ein typisches Beispiel f�ur das �divide and
conquer��Prinzip der Informatik�

�� Zerlege das Problem in Teilprobleme�

�� L�ose die Teilprobleme�

�� Setze die L�osung der Teilprobleme zur L�osung des ganzen Problems
zusammen�

���



Beispiele�

n � � � $y� � y�

n � � � $y� � y� � y�
$y� � y� � y�

n � � � q � p��	i�	 � �i
g� � y� � y� u� � y� � y�
g� � y� � y� u� � y� � y�
$y� � g� � u�
$y� � g� � iu�
$y� � g� � u�
$y� � g� � iu�

���



��� Di
erenzengleichungen

Eine lineare Di�erentialgleichung der Ordnung m mit konstanten Koe�zien�
ten lautet

mX
���

uk
�	� � fk � k � �� �� � � � �����

Beispiele�

�� Die Formel von Goertzel �Satz ����� also

uk � yk � �uk
� cos � � uk
� �

�� F�ur gro�e k kann Ck � cos kx durch die Rekursion

Ck
� � Ck�� � � cos xCk � C� � � � C� � cos x

berechnet werden�

�� Entsprechendes gilt f�ur die Tschebysche��Polynome Tk�x��

Tk
��x� � Tk���x� � �xTk�x� � T� � � � T� � x �

�� Ebenfalls linear� aber nicht mit konstanten Koe�zienten ist die Di�e�
renzengleichung

Jk
��x� � Jk���x� �
�k

x
Jk�x�

f�ur die Bessel�Funktion Jk�x� �� Art der Ordnung k�

Die Di�erenzengleichung ����� hei�t homogen� falls fk � � ist f�ur k �
�� �� � � � � andernfalls inhomogen� Der homogenen Gleichung ordnen wir das
charakteristische Polynom

p�
� �
mX
���

	�

�

zu�

���



Satz �
�
� p habe die Nullstellen 
�� � � � � 
r mit den Vielfachheiten ��� � � � � �r�
�� � � � � � �r � m� Dann ist

uk � k�
k� � � � � � �� � � � �� � � � � r �����

L�osung der homogenen Gleichung ����	� und jede L�osung der homogenen
Gleichung ����	 ist eine Linearkombination solcher L�osungen�

Beweis� F�ur � � � ist
mX
���

uk�	� �
mX
���


k
�� 	� � 
k�

nX
���


��	�

� 
k� p�
�� � � �

Ist 
� eine ���fache Wurzel von p� so ist f�ur � � � � ���
d

d


��
p�
�

���
����

�
mX
���

��� � �� � � � �� � � � ��
���� 	� � � �

Es folgt
mX
���

��
��	� � � � � � �� � � � � �� � �

und damit
mX
���

uk
�	� �
mX
���

�k � ���
k
�� 	� � � � � � �� � � � � �� � � �

Also sind ����� tats�achlich L�osungen der homogenen Gleichung ������

Sei umgekehrt uk eine beliebige L�osung der homogenen Gleichung ������ Wir
versuchen� Zahlen C���� � � � � �� so zu bestimmen� da�

uk �
rX

���

����X
���

C���k
�
k� � k � �� � � � �m� � � �����

Dies ist ein System von m linearen Gleichungen f�ur die m Zahlen C���� F�ur
�� � �� � � �� � � � � r ist die Determinante gerade die Van der Monde��
sche Determinante der paarweise verschiedenen Zahlen 
�� � � � � 
r �r � m�
und damit von Null verschieden� F�ur den allgemeinen Fall kann man dies
auch zeigen� Damit gilt ������ Da eine L�osung von ����� durch ihre Werte

���



u�� � � � � um�� eindeutig bestimmt ist� ist uk tats�achlich eine Linearkombinati�
on der L�osungen ������

�

Man nennt eine Di�erenzengleichung stabil� wenn es eine Konstante C gibt�
so da� f�ur jede L�osung der homogenen Gleichung

jukj � C max
�
��m

ju�j

f�ur alle k � � gilt� Sind dann f�ur eine L�osung uk der inhomogenen Gleichung
u�� � � � � um�� mit dem Fehler � bekannt� so kann uk f�ur k � m mit dem Fehler
� C� berechnet worden�

Satz �
�
� Die Di�erenzengleichung ����	 ist genau dann stabil� wenn f�ur
� � �� � � � � r gilt�

j
�j � � oder j
�j � � und �� � � �

Beweis� Folgt sofort aus Satz ����

�

Beispiele�

�� Bei der Formel von Goertzel ist p�
� � � � �
 cos � � 
�� also 
��� �
cos �
i sin �� Die Rekursion ist stabil f�ur � �� �� instabil f�ur � � �� Man
hat Probleme f�ur � � ��

�� Es gibt Probleme bei x � ��

�� Es gibt Probleme bei jxj � ��
�� Hier ist die Theorie nicht streng anwendbar� da die Di�erenzengleichung
nicht konstante Koe�zienten hat� Aus dem Vergleich mit �� vermutet
man aber� da� man Probleme hat f�ur jk�xj � �� In diesem Fall verwen�
det man dann die Rekursion einfach f�ur absteigende Werte von k und
benutzt als Startwerte asymptotische N�aherungen von Jk f�ur gro�e k�

���



��	 Harmonische Analyse

Sei f ���periodisch� Solche Funktionen kann man in eine Fourier�Reihe ent�
wickeln�

Satz �
�
� Sei f stetig� Dann gilt

f�x� �
a�
�
�

�X
k��

�ak cos kx� bk sin kx� �

ak �
�

�

�	Z
�

f�x� cos kxdx

bk �
�

�

�	Z
�

f�x� sin kxdx

Beweis� Siehe etwa Heuser �Lehrbuch der Analysis II�

�

Bemerkungen�

�� Gilt sogar f 
 Cm� so ist ak� bk � O�k�m��

�� Ist f stetig mit Ausnahme von x� und existieren dort die linken und
rechten Grenzwerte f�x�
��� so konvergiert die Reihe in x� gegen �

�
�f�x��

�� � f�x� � ����
�� Die Berechnung der ak� bk aus f hei�t Fourier�Analyse� die Berechnung
von f aus ak� bk hei�t Fourier�Synthese� ak� bk hei�en Fourier�Koe�zienten
von f � die Reihe Fourier�Reihe von f �

Beispiel� f�x� �

�
� � � � x � �

�� � � � x � ��
� O�enbar ist ak � � und bk � �

f�ur k gerade� bk � ���k f�ur k ungerade� Also lautet die Fourier�Reihe

f�x� �
�

�

	
sinx�

�

�
sin �x�

�

�
sin �x� � � �



�

���



Zur numerischen Fourier�Analyse nehmen wir an� da� f an den St�utzstellen
xj � ��j�n� j � �� � � � � n�� gegeben ist� Dann hat man die Approximationen

ak � ak�n �
�

n

n��X
j��

f�xj� cos kxj � bk � bk�n �
�

n

n��X
j��

f�xj� sin kxj �

Im Abschnitt �uber numerische Integration werden wir sehen� da� diese N�ahe�
rungen �f�ur ���periodisches f� kaum noch verbesserbar sind� Trotzdem ver�
halten sich die gen�aherten Fourier�Koe�zienten ak�n� bk�n ganz anders als die
exakten� ak�n� bk�n haben in k die Periode n� w�ahrend ak� bk f�ur k � � ge�
gen � streben� Man kann daher nur f�ur k � n erwarten� da� ak�n� bk�n gute
N�aherungen f�ur ak� bk darstellen�

Wie in x� gehen wir zur komplexen Schreibweise und das Intervall %��� �&
�uber und schreiben dann f�ur Satz �

f�x� �

�X

k���
ck e

ikx �

ck �
�

��


	Z
�	

f�x� e�ikxdx �

Die Approximation cn�k f�ur ck ist mit xj � �j�n� j � �n� � � � � n� �

cn�k �
�

n

n��X
j��n

fj e
�ikxj �

�

n

n��X
j��n

fj e
�	ikj�n

mit fj � f�xj�� Dies ist genau eine Fourier�Transformation der L�ange �n�
Die Fourier�Analyse kann also n�aherungsweise durch die schnelle Fourier�
Transformation durchgef�uhrt werden� Zur Fourier�Synthese verwenden wir
aus den oben angedeuteten Gr�unden nur cn�k f�ur k � �n� � � � � n� �� d�h�

f�xj� �
n��X
k��n

cn�k e
ikxj

�
n��X
k��n

cn�k e
	ikj�n �

��




weil cn�k in k die Periode n hat� Dies ist genau eine inverse diskrete Fourier�
Transformation der L�ange �n� Auch die Fourier�Synthese kann daher mit der
schnellen Fourier�Transformation durchgef�uhrt werden�

Um das asymptotische Verhalten der cn�k an das der ck anzupassen� multipli�
ziert man die cn�k noch mit �Abminderungsfaktoren� oder �Filterfaktoren�
dn�k mit der Eigenschaft

dn�k � � � jkj � n �
dn�k � � � jkj � n �

Eine h�au�ge Wahl ist

dn�k �

�
sin k��n

k��n

�p

mit einem geeigneten p� etwa p � �� � oder ��

��




��� Splines

Ein Spline �spline �engl�� � Straklatte� ist ein d�unner elastischer Stab� der
zwischen Gewichte ��Knoten�� gespannt Kurven darstellt� wie sie im Schi�s�
bau verwendet wurden� Wir werden unten sehen� da� die Straklatte zwischen
den Knoten durch Polynome beschrieben wird� die an den Knoten unter ge�
wissen Di�erenzierbarkeitsbedingungen zusammengef�ugt werden� Unter Spli�
nes oder Splinefunktionen versteht man daher in der Numerik Funktionen�
welche st�uckweise Polynome sind und die an den Nahtstellen gewissen Di�e�
renzierbarkeitsbedingungen gen�ugen�

De�nition �
�
� Seien x� � x� � � � � � xn reelle Zahlen� Eine Funktion s
hei�t Spline der Ordnung k zu x�� � � � � xn� falls

�	 s 
 Ck���IR���


	 In jedem Intervall %xi� xi
�& i � ��� � � � � n ist s ein Polynom vom Grade
� k � � �x�� � ��� xn
� � ����

�F�ur k � � ist �	 leer�	

Beispiel� n � �� x� � t�

f�x� � �x� t�k��
 �

�
�x� t�k�� � x � t �

� � sonst �

f ist ein Spline der Ordnung k zu x��

Mit Hilfe von f k�onnen wir bereits sehr n�utzliche Splines erzeugen� Sei x� �
x� � � � � � xn� Wir setzen fi � f�xi�� i � �� � � � � n� Die fi sind Funktionen von
t� was wir aber in der Bezeichnung nicht zum Ausdruck bringen� Dann sind
auch die dividierten Di�erenzen %fi� � � � � fi
k& Funktionen von t� Wir setzen

Bi�k�t� � �xi
k � xi�%fi� � � � � fi
k& � �
���

Beispiel� k � �� f�x� � �x� t�
� Es ist

Bi���t� � �xi
� � xi�%fi� fi
�� fi
�&

� %fi
�� fi
�&� %fi� fi
�&

�
fi
� � fi
�

xi
� � xi
�
� fi � fi
�

xi � xi
�
�

��	



Wir betrachten � F�alle�

�� t � xi� Dann ist fi � xi � t� fi
� � xi
� � t� fi
� � xi
� � t� und es
wird Bi���t� � ��

�� xi � t � xi
�� Jetzt ist fi � �� fi
� � xi
� � t� fi
� � xi
� � t� und es
wird Bi���t� � � � �xi
� � t���xi
� � xi��

�� xi
� � t � xi
�� Jetzt ist fi � fi
� � �� fi
� � xi
� � t� also Bi���t� �
�xi
� � t���xi
� � xi
���

�� xi
� � t� Es ist fi � fi
� � fi
� � � und damit Bi���t� � ��

Wir erhalten also die st�uckweise lineare stetige Funktion� die au�erhalb
%xi� xi
�& verschwindet und die bei xi
� denWert � annimmt� also einen Spline
der Ordnung ��

Satz �
�
� Bi�k ist ein Spline der Ordnung k� der au�erhalb %xi� xi
k& ver�
schwindet�

Beweis� fj ist f�ur t �� xj ein Polynom vom Grade � k � � in t und f�ur
alle t k � � mal stetig di�erenzierbar �f�ur k � � ist die letzte Aussage leer��
Als Linearkombination solcher Ausdr�ucke ist %fi� � � � � fi
k& in jedem Intervall
%xj� xj
�& �j � i��� � � � � i�k� ein Polynom vom Grade � k�� und k�� mal
stetig di�erenzierbar� also ein Spline der Ordnung k zu xi� � � � � xi
k� F�ur t � xi
ist fj � �xj � t�k�� ein Polynom vom Grade k � � in xj f�ur j � i� � � � � i� k�
Die dividierte Di�erenz %fi� � � � � fi
k& ist daher �� F�ur t � xi
k ist fj � � f�ur
j � i� � � � � i� k� In beiden F�allen ist Bi�k�t� � ��

�

Lemma �
�
� �Leibniz�sche Formel	 Sei fj � gjhj� j � i� � � � � i�k� Dann
gilt

%fi� � � � � fi
k& �
i
kX
r�i

%gi� � � � � gr&%hr� � � � � hi
k& �

���



Beweis� Seien f � g� h die Interpolationspolynome vom Grade k zu den
St�utzstellen xi� � � � � xi
k und den St�utzwerten fj� gj� hj� Das Newton�sche
Interpolationspolynom f�ur g� h lautet

g�x� � %gi& � %gi� gi
�&�x� xi� � � � � %gi� � � � � gi
k&�x� xi� � � � �x� xi
k���

�
i
kX
r�i

%gi� � � � � gr&�x� xi� � � � �x� xr��� �

h�x� � %hi
k& � %hi
k� hi
k��&�x� xi
k� � � � �
�%hi
k� � � � � hi&�x� xi
k� � � � �x� xi
��

�
i
kX
s�i

%hs� � � � � hi
k&�x� xi
k� � � � �x� xs
�� �

Multiplikation ergibt

f�x� � �gh��x� �
i
kX
r�s�i

%gi� � � � � gr&%hs� � � � � hi
k&�x�xi� � � � �x�xr����x�xs
�� � � � �x�xi
k� �
�
���

Wir teilen die Summe auf in die Summe f�ur r � s und den Rest� Die erste
Summe verschwindet f�ur x � xi� � � � � xi
k� Die restliche Summe ist ein Poly�
nom vomGrade � k� welches an den Stellen xi� � � � � xi
k die Werte fi� � � � � fi
k
annimmt und daher mit f �ubereinstimmen mu��

Der H�ochstkoe�zient des restlichen Polynoms ergibt sich als Summe �uber
r � s� also

i
kX
s�i

%gi� � � � � gs&%hs� � � � � hi
k& �

und dies mu� mit dem H�ochstkoe�zienten des Newton�schen Interpolations�
polynoms� also %fi� � � � � fi
k& �ubereinstimmen� Dies beweist die Leibniz�sche
Formel�

�

Satz �
�
� F�ur k � � und i � �� � � � � n� k gilt

Bi�k�x� �
x� xi

xi
k�� � xi
Bi�k���x� �

xi
k � x

xi
k � xi
�
Bi
��k���x� �

���



Beweis� Nach De�nition �
��� ist

Bi�k�x� � �xi
k � xi�%fi� � � � � fi
k& � fj � �xj � x�k��
 �

Wir setzen gj � �xj � x�k��
 und hj � xj � x� Dann ist fj � gjhj� j �
i� � � � � i� k und damit nach Leibniz

Bi�k�x� � �xi
k � xi�
i
kX
r�i

%gi� � � � � gr&%hr� � � � � hi
k& �

Da hj ein Polynom vom Grade � in xj ist� verschwindet %hr� � � � � hi
k& f�ur
r � i� k � �� und wir erhalten

Bi�k�x� � �xi
k � xi�f%gi� � � � � gi
k&%hi
k& � %gi� � � � � gi
k��&%hi
k��� hi
k&g
� �xi
k � xi�f%gi� � � � � gi
k&�xi
k � x� � %gi� � � � � gi
k��&g

� �xi
k � xi�

�
%gi
�� � � � � gi
k&� %gi� � � � � gi
k��&

xi
k � xi
�xi
k � x� � %gi� � � � � gi
k��&

�

� %gi
�� � � � � gi
k&�xi
k � x� � %gi� � � � � gi
k��&�x� xi�

�
Bi
��k��

xi
k � xi
�
�xi
k � x� �

Bi�k���x�
xi
k�� � xi

�x� xi� �

�

Bemerkungen�

�� Zusammen mit

Bi���x� �

�
� � xi � x � xi
� �
� � sonst

erm�oglicht Satz � die rekursive Berechnung der Bi�k�

�� Diese Rekursion ist numerisch stabil� da nur Linearkombination posi�
tiver Zahlen gebildet werden�

���



Satz �
�
� F�ur k � � gilt

B�
i�k�x� � �k � ��

�
Bi�k���x�
xi
k�� � xi

� Bi
��k���x�
xi
k � xi
�

�
�

Beweis� Nach De�nition ist

Bi�k�x� � �xi
k � xi�%fi� � � � � fi
k& � fj � �xj � x�k��
 �

Di�erentiation nach x ergibt

B �
i�k�x� � ��k � ���xi
k � xi�%gi� � � � � gi
k& �

gj � �xj � x�k��
 �

Nach der rekursiven De�nition der dividierten Di�erenzen ist

B�
i�k�x� � ��k � �� f%gi
�� � � � � gi
k&� %gi� � � � � gi
k��&g

� �k � ��
�

Bi�k���x�
xi
k�� � xi

� Bi
��k���x�
xi
k � xi
�

�
�

�

���



��� Interpolation mit Splines

Sei x� � x� � � � �xn und

s�t� �
n�kX
i��

aiBi�k�t� �

Seien n � k � � St�utzstellen t� � t� � � � � � tn�k und ebenso viele St�utz�
werte y�� � � � � yn�k gegeben� Wir wollen die ai so bestimmen� da� s�tj� � yj�
j � �� � � � � n� k ist�

Beispiel� k � �� Dann ist s�t� � ai f�ur xi � t � xi
�� Das Interpolations�
problem ist genau dann eindeutig l�osbar� wenn xi � ti � xi
�� und zwar ist
ai � yi� i � �� � � � � n� k�

Satz �


� Das Interpolationsproblem ist eindeutig l�osbar� wenn xi � ti �
xi
k� i � �� � � � � n� k�

Beweis� Wir beginnen mit dem Fall k � � und schreiben Bi f�ur Bi�k�

B� B� B� B�

x� x� x� x� x� x�

y

x

B�

Wir haben zu zeigen� da� die �n � �� n � ���Matrix
�
BBB�
B��t�� B��t�� � �
B��t�� B��t�� B��t�� �
� B��t�� B��t�� B��t��
� � B��t�� B��t��

�
CCCA �n � ��

invertierbar ist� Wir zeigen� da� f�ur n � � nicht alle Au�erdiagonalelemente
�� � sein k�onnen� Ist n�amlich etwa B��t�� �� �� so ist t� � x� und damit

���



B��t�� � �� Entsprechend argumentiert man in den anderen F�allen� Die Ma�
trix zerf�allt dann in zwei kleinere Teilmatrizen� im Falle�

B��t�� B��t��
B��t�� B��t��

�
�

�
B��t�� B��t��
B��t�� B��t��

�
�

im Falle B��t�� � � in

B��t�� �

�
B� B��t�� B��t�� �
B��t�� B��t�� B��t��
� B��t�� B��t��

�
CA �

Die letzte Matrix zerf�allt wieder in eine ��� ��� und eine ��� ���Matrix� Insge�
samt gen�ugt es also� die Invertierbarkeit der ��� ��� und der ��� ���Matrizen
nachzuweisen� Dies ist aber leicht zu sehen�

Sei nun die Behauptung richtig bis zur Ordnung � k f�ur ein k � �� Eine
typische Stelle der Matrix f�ur die Ordnung k sieht dann so aus�

Bj�tj��� Bj
��tj���
Bj���tj� Bj�tj� Bj
��tj�

W�are hier Bj
��tj� � �� d�h� tj � xj
�� so w�aren erst recht alle Elemente
rechts und oberhalb dieses Elementes O� Entsprechend w�urde aus Bj
��tj� �
�� d�h� tj � xj
k��� folgen� da� alle Elemente links und unterhalb dieses
Elementes O w�aren� In beiden F�allen zer�ele die Matrix in kleinere� und
wir k�onnten uns auf den trivialen Fall n � k beschr�anken� Wir k�onnen also
annehmen� da� xj
� � tj � xj
k��� j � �� � � � � n� k�

Sei nun a ein Vektor mit den Komponenten a�� � � � � an�k und Ba � �� Der
Spline

s �
n�kX
j��

ajBj�k

w�are eine Cn�k�Funktion mit den n� k �� Nullstellen t�� � � � � tn�i�k� x�� xn�
Nach dem Satz von Rolle h�atte s n� k � � Nullstellen

��� 
 �x�� t�� � �j 
 �tj� tj
�� � j � �� � � � � n� k � � �
�n�k 
 �tn�k� xn� �

���



Wegen xj
� � tj � xj
k�� mu� dann auch

x� � ��� � xk�� � xj
� � �j � xj
k � j � �� � � � � n� k � � �
�n�k 
 %xn�k
�� xn&

gelten� Damit haben wir n � k � � Nullstellen von s� gefunden� welche hin�
sichtlich der xj die Voraussetzung des Satzes f�ur k�� erf�ullen� Nach Satz 
��
ist s� aber eine Linearkombination der Bj�k��� Nach Induktionsannahme folgt
also s� � �� also s � � und damit a � �� Also ist B auch f�ur die Ordnung k
invertierbar�

�

���



��� Rationale Interpolation

Seien wieder paarweise verschiedene St�utzstellen xj und St�utzwerte yj gege�
ben� Gesucht ist eine rationale Funktion

Rm�n�x� �
Pm�n�x�

Qm�n�x�
�
a� � a�x� � � �� amx

m

b� � b�x� � � �� bnxn
�

welche diese Werte interpoliert� Da IRm�nm � n � � wesentliche Parameter
enth�alt� wird man j � �� � � � �m� n annehmen� Die rationale Interpolations�
aufgabe Am�n wird also

Rm�n�xj� � yj � j � �� � � � �m� n

lauten� Wir stellen ihr zur Zeit die Aufgabe Sm�n� welche

Pm�n�xj�� yjQ
m�n�xj� � � � j � �� � � � �m� n

lautet� Der Zusammenhang zwischen diesen beiden Aufgaben ist leider nicht
so einfach� wie es auf den ersten Blick aussieht�

Beispiel� Sei m � n � �� St�utzstellen und �werte seien

j xj yj
� � �
� � �
� � �

S��� bedeutet das lineare Gleichungssystem

a� � b� � �
a� � a� � ��b� � b�� � �

a� � �a� � ��b� � �b�� � � �

Dieses System hat die bis auf einen gemeinsamen Faktor eindeutig bestimmte
L�osung

b� � � � a� � � � a� � b� � � �

Dies f�uhrt zu

R����x� �
P ����x�

Q����x�
�
�x

x
� � �

��




und dies ist o�enbar keine L�osung von A����

Wir m�ussen uns genauer ansehen� wie rationale Funktionen als Paare �P�Q�
von Polynomen dargestellt werden k�onnen� Ist a konstant� so betrachten wir
�P�Q� und �aP� aQ� als identisch� Gilt f�ur die Paare �P�� Q�� und �P�� Q�� Q�P� �
Q�P�� so betrachten wir die rationalen Funktionen R� � P��Q�� R� � P��Q�

als �aquivalent� R� � R�� Mit �R bezeichnen wir die rationale Funktion R� bei
der Z�ahler und Nenner soweit wie m�oglich gek�urzt wurden�

Satz �
�
� Sm�n besitzt stets eine L�osung� deren Nenner nicht identisch ver�
schwindet� Je zwei L�osungen von Sm�n sind �aquivalent�

Beweis� Sm�n hat als lineares homogenes System von n�m�� Gleichungen
in n�m�� Unbekannten stets eine L�osung a�� � � � � am� b�� � � � � bn� in der nicht
alle Zahlen verschwinden� W�are Qm�n � �� so w�are b� � � � � � bn � � und
wegen der Interpolationsbedingung Pm�n�xj� � �� j � �� � � � �m � n� Also
h�atte Pm�n mindestens n � � Nullstellen und w�urde identisch verschwinden�
Dann w�are aber auch a� � � � � � an � ��

Sind R� � P��Q�� R� � P�� Q� L�osungen von Sm�n� so folgt f�ur P � P�Q� �
P�Q�

P �xj� � P��xj�Q��xj�� P��xj�Q��xj�
� yj�Q�Q���xj�� yj�Q�Q���xj� � � �

Also hat das Polynom P vom Grade n � m die n � m � � Nullstellen
x�� � � � � xn
m und verschwindet damit identisch� Also ist R� � R��

�

Sei nun Rm�n � Pm�n�Qm�n L�osung von Sm�n� Ist Qm�n�xj� �� �� j � �� � � � �m�
so ist Rm�n�xj� � yj� j � �� � � � �m � n und damit Rm�n L�osung von Am�n�
Ist aber f�ur ein j Qm�n�xj� � �� so mu� auch Pm�n�xj� � � sein� und
Pm�n� Qm�n haben einen gemeinsamen Faktor �x� xj�r� Wir k�urzen nun alle
solche Faktoren und kommen so zu �Rm�n � Rm�n� Nat�urlich braucht nicht
�Rm�n�xj� � yj� j � �� � � � �m� n zu gelten� Tritt ein j mit �Rm�n�xj� �� yj auf�
so ist Am�n nicht l�osbar� Wir nennen �xj� yj� einen unerreichbaren Punkt�

��




Die Berechnung der rationalen Interpolation erfolgt mit Hilfe von Ketten�
br�uchen� Dies sind Ausdr�ucke der Form

�n � b� �
a�
b��

a�
b��

� b� �
a�
b��

a�
b��

� � � an
bn

�

Rekursiv kann man Kettenbr�uche durch

rn � bn � rk � bk �
ak
�

rk
�
� k � n � �� � � � � � � �n � r�

beschreiben� Dies mache man sich etwa an dem Fall n � � klar�

Satz �
�
� Seien xj� �j komplexer Zahlen und

�n�x� � �� �
x� x�
���

x� x�
���

� � � x� xn��
�n

�

Dann gibt es Polynome P � Q der Grade bn
�
� c bzw� bn�c mit �n � P�Q�

Beweis� Wir treiben Induktion nach n� F�ur n � � ist �n � �� ein Polynom
vom Grade � und damit alles klar� Sei der Satz richtig f�ur ein n � �� Dann
ist

�n
� � �� �
x� x�
�n

� �� �
x� x�
P�Q

�
��P � �x� x��Q

P

mit Polynomen P � Q der Grade bn
�
� c bzw� bn� c� Dies ist aber ein Quotient

von Polynomen der Grade bn
�
� c bzw� bn
�

� c� Also gilt die Behauptung auch
f�ur n� ��

�Ahnlich wie die dividierten Di�erenzen f�uhren wir nun die inversen Di�eren�
zen ein� Seien xj� yi� j � �� � � � � n St�utzwerte und St�utzstellen�

Die inverse Di�erenz hyi� � � � � yki ist dann rekursiv de�niert durch
hyii � yi �

hyi � � � yjyky�i �
xk � x�

hyi� � � � � yj� yki � hyi� � � � � yj� y�i �

��	



Zum Beispiel ist

hyk� y�i � xk � x�
yk � y�

�

Die inversen Di�erenzen stellen wir im inversen Di�erenzenschema zusam�
men�

hy�i
hy�i hy�� y�i
hy�i hy�� y�i hy�� y�� y�i
hy�i hy�� y�i hy�� y�� y�i hy�� y�� y�� y�i
hy	i hy�� y	i hy�� y�� y	i hy�� y�� y�� y	i hy�� y�� y�� y�� y	i

Satz �
�
� �Thiele�scher Kettenbruch	� Sei �i � hy�� y�� � � � � yii� i � �� � � � � n�
Sei �n�x� die in Satz �����
 de
nierte rationale Funktion� Dann gilt�

�n�xj� � yi � j � �� � � � � n �

Beweis� Wir berechnen �n durch die Rekursion

rn�x� � �n � rk�x� � �k �
x� xk
rk
��x�

� k � n� �� � � � � � � �n�x� � r��x�

und zeigen f�ur n� k � j � n

rn�k�xj� � hy�� y�� � � � � yn�k��� yji � �����

Die Behauptung ergibt sich dann f�ur k � n�

Wir beweisen ����� durch Induktion nach k� F�ur k � � ist rn�xn� � �n �
hy�� � � � � yn��� yni und ����� damit richtig� Sei ����� richtig f�ur ein k � n� Dann
ist f�ur n� k � j � n

rn�k���xj� � �n�k�� �
xj � xn�k��
rn�k�xj�

� �n�k�� �
xj � xn�k��

hy�� � � � � yn�k��� yji
� �n�k�� �

xj � xn�k��
xn�k���xj

hy������yn�k��i�hy������yn�k���yji

� �n�k�� � hy�� � � � � yn�k��� yji � hy�� � � � � yn�k��i
� hy�� � � � � yn�k��� yji �

���



F�ur j � n� k � � ist aufgrund der Rekursion

rn�k���xn�k��� � �n�k�� � hy�� � � � � yn�k��i �

Damit ist ����� auch f�ur k � � richtig�

�

���



Kapitel �

Eigenwertprobleme

	�� Eigenwertprobleme bei Matrizen

Eigenwertprobleme sind neben den linearen Gleichungssystemen die zweite
Grundaufgabe der numerischen linearen Algebra� Wir wollen in diesem Ab�
schnitt zun�achst einige Tatsachen zusammenstellen�

De�nition �
�
� Sei A eine komplexe �n� n��Matrix� 
 
 C hei�t Eigenwert
von A� wenn es x 
 Cn� x �� � gibt mit Ax � 
x� x hei�t dann Eigenvektor
von A zum Eigenwert 
�

Als notwendige und hinreichende Bedingung daf�ur� da� 
 Eigenwert von A
ist� hat man also

��
� � det �
I �A� � � �

��
� hei�t �charakteristisches Polynom von A�� ��
� ist ein Polynom genau
vom Grade n in 
�

��
� � 
n �
�

nX
i��

aii

�

n�� � � � � � ����ndet �A� �

De�nition �
�
� Jedem Eigenwert 
 von A ordnen wir zwei Vielfachheiten
zu�

Seine algebraische Vielfachheit ��
� � Vielfachheit von x als Nullstelle von
��
��

���



Seine geometrischeVielfachheit ��
� � Anzahl der linear unabh�angigen Ei�
genvektor zu 
�

Sind also 
�� � � � � 
m die verschiedenen Eigenwert von A und sind �k � ��
k�
ihre algebraischen Vielfachheiten� so gilt

��
� �
mY
k��

�
� 
k�
�k �

mX
k��

�k � n �

F�ur die geometrischen Vielfachheiten �k � ��
k� gilt nur

mX
k��

�k � n �

De�nition �
�
� Die �n� n��Matrizen A� B hei�en �ahnlich� wenn es eine
nichtsingul�are �n� n��Matrix x gibt mit

A � XBX�� �

Satz �
�
� Seien A� B �ahnlich� Dann haben A� B die gleichen Eigenwerte
mit �ubereinstimmenden algebraischen und geometrischen Vielfachheiten�

Beweis� Sei A � XBX��� Dann ist

det �
I �A� � det �X�
I �B�X���
� det �X�det�
I �B�det �X���
� det �
I �B� �

Die charakteristischen Polynome stimmen also �uberein� also auch die Eigen�
werte samt ihrer algebraischen Vielfachheiten� Ist nun 
 ein Eigenwert von
A der geometrischen Vielfachheit �� so gibt es � Eigenvektor x�� � � � � x� zu 
�
also

Axk � 
xk � k � �� � � � � � �

Mit yk � X��xk gilt

Byk � X��AX X��xk � X��Axk � 
X��xk
� 
yk �

���



also sind y�� � � � � y� l�u� Eigenvektor von B zu 
� Die geometrische Vielfachheit
von 
 als Eigenwert von A ist also nicht gr�o�er als die geometrische Vielfach�
heit von 
 als Eigenwert von B� Da die Voraussetzungen in A�B symmetrisch
sind� m�ussen die geometrischen Vielfachheiten �ubereinstimmen�

Beispiele�

�� A �

�
BB�
d� �

� � �

� dn

�
CCA� Dann ist det �
I�A� � nQ

k��
�
�dk�� also 
k � dk

mit Eigenvektor ek � k�tem Einheitsvektor� O�enbar ist

��
k� � ��
k� � k � �� � � � � n �

�� A � XDX�� mit D �

�
BB�
d�

� � �

dn

�
CCA� Nach Satz 
�� und Beispiel ��

ist 
k � dk� ��
k� � ��
k�� k � �� � � � � n� Dem Beweis von Satz ��� und
Beispiel �� entnimmt man die Eigenvektor xk � xek � k�te Spalte von
X� Matrizen dieser Art� welche also �ahnlich zu einer Diagonalmatrix
sind� nennt man diagonalisierbar�

�� J��� �

�
BBBBB�
� �

�
� � �
� � � �

�

�
CCCCCA� Es ist det �
I � J���� � �
 � ��n� also

ist 
 � � der einzige Eigenwert von J���� und er hat die algebraische
Vielfachheit n� Ist x ein Eigenvektor zum Eigenwert � von J���� so gilt

�J���� �I�x �

�
BBBBB�
� � O

�� �
� � � �

O �

�
CCCCCA

�
BBBB�

x�
x�
���
xn

�
CCCCA �

�
BBBBBBB�

x�
x�
���
xn
�

�
CCCCCCCA
� � �

und der einzige l�u� Eigenvektor ist x � e�� Also ist die geometrische
Vielfachheit von � f�ur n � � verschieden von seiner algebraischen Viel�
fachheit� n�amlich ��

���



Bis auf �Ahnlichkeiten sind die Matrizen J��� bereits die allgemeinsten Ma�
trizen� soweit das Eigenwertproblem betro�en ist� Es gilt n�amlich der

Satz �
�
� �Jordan�sche Normalform	� Jede komplexe �n� n��Matrix ist �ahn�
lich einer Matrix

J �

�
BB�
J�

� � �

Jr

�
CCA � J� �

�
BBBBB�

� �

� � �
� � � �


�

�
CCCCCA �

Die J� sind bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt�

Beweis� Siehe etwa F� Lorenz� Lineare Algebra II� Kap� IX� x��

Bemerkungen zu Satz �
��

�� Jedes 
�� � � �� � � � � r ist Eigenwert�

�� ��
� � Anzahl der J� mit 
 auf der Hauptdiagonalen� Die 
� sind also
die nach ihrer geometrischen Vielfachheit gez�ahlten Eigenwerte�

�� ��
� � Summe der L�angen s�amtlicher J� mit 
 auf der Hauptdiagona�
len� denn

det �
I � J� �
rQ

���
det �
I � J�� �

rQ
���
�
� 
���� �

�� � L�ange �J�� �

Beispiel�

J �

�
BBBBBBBBBBBB�

�
�
� �
�
�

i�
i�

i

�
CCCCCCCCCCCCA


 ��
� ��
�

� � �
� � �
i � �

���



Sei nun A eine Matrix mit Jordan�scher Normalform J � also

A � XJX�� � J �

�
BB�
J�

� � �

Jr

�
CCA

mit einer geeigneten Matrix X� Wir wollen uns die Bedeutung von X klar�
machen� Sei �� die L�ange von J�� Wir spalten X auf entsprechend der Auf�
spaltung von J �

X � �X�� � � � �Xr�

mit �n� ����Matrix X�� Dann haben wir

AX� � X�J� � � � �� � � � � r �

Insbesondere ist der von den Spalten von X� aufgespannte Teilraum ein in�
varianter Unterraum von A� Wir untersuchen diese Gleichung f�ur ein � und
setzen � � ��� 
 � 
�� Seien x�� � � � � x� die Spalten von X�� also X� �
�x�� � � � � x��� Dann lautet die Gleichung

�Ax�� � � � � Ax�� � �
x�� 
x� � x�� � � � � 
x� � x����

oder
Ax� � 
x� �
Ax� � 
xi � xi�� � i � �� � � � � � � � �

x� ist also Eigenvektor zum Eigenwert 
�� wie wir schon aus Beispiel � und
Satz ��� wissen� F�ur die weiteren Vektoren xi gilt

�A� 
I�xi � xi�� � i � �� � � � � � �

also
�A� 
I�i��xi � x� � �A� 
�ixi � � �

De�nition �
�
� Ein Vektor mit �A � 
I�i��x �� �� �A � 
I�ix � � hei�t
Hauptvektor der Stufe i von A zum Eigenwert 
� Der von allen Hauptvek�
toren zu einem Eigenwert 
 von A aufgespannte Teilraum hei�t invarianter
Unterraum von A zum Eigenwert 
�

���



Bemerkungen�

�� Hauptvektoren der Stufe � sind gerade die Eigenvektoren� der von ihnen
aufgespannte Teilraum hei�t Eigenraum zu 
�

�� Die algebraische Vielfachheit eines Eigenwert ist gleich der Dimension
des zugeh�origen invarianten Unterraumes�

�� Eine komplexe �n� n��Matrix besitzt n l�u� Hauptvektoren� n�amlich die
Spalten einer Matrix X� welche sie auf Jordan�Form transformiert�

De�nition �
�
� Eine �n� n��Matrix A hei�t hermitesch� wenn A � A� mit
A� � A

T
�

Beispiel� Folgende Matrizen sind hermitesch��
� i
�i �

�
�

�
� �
� �

�
�

Insbesondere sind reell�symmetrische Matrizen hermitesch�

Satz �
�
� Sei A hermitesch� Dann sind alle Eigenwerte von A reell�

Bemerkung� Die Jordan�sche Normalform einer hermiteschen Matrix ist
also eine reelle Diagonalmatrix� Die Matrix X kann unit�ar gew�ahlt wer�
den� also XX� � I� A hei�t positiv de�nit� wenn alle Eigenwerte � � sind�
�Ax� x� � � stellt dann ein Ellipsoid dar mit Halbachsen ��

p

� in Richtung

des ��ten Eigenvektors�

Beweis�

�� Realit�at der Eigenwerte� Ist Ax � 
x� so ist �x�Ax� � 
�x� x� und
�x� x� � � gen�ugt es zu zeigen� da� �x�Ax� reell ist� Dies folgt aus

�x�Ax� � �A�x� x� � �Ax� x� � �x�Ax� �

��




�� Es gen�ugt zu zeigen� da� keine Hauptvektoren der Stufe � auftreten
k�onnen� Ist x ein solcher� so ist

��A� 
I�x� �A� 
I�x� � �x� �A� 
I��x� � � �

also �A� 
I�x � �� im Widerspruch zu �A� 
I�x �� ��

	�� Die Potenzmethode

Sei A eine komplexe �n� n��Matrix� Wir wollen die Eigenwerte 
i von A be�
rechnen� Das einfachste Verfahren ist die Potenzmethode� Ausgehend von
einem Vektor x��� bildet sie der Reihe nach die Vektoren

x�k
�� � Ax�k� � Ak
�x��� � k � �� �� � � � �

Wir analysieren die Potenzmethode zun�achst in dem Fall

j
�j � j
�j � � � � � j
nj �

Dann hat A n l�u� Eigenvektoren x�� � � � � xn� und es gilt

x��� �
nX
i��

cixi �

x�k� � Akx��� �
nX
i��

ciA
kxi �

nX
i��

ci

k
i xi

� 
k��c�x� � rk� �

rk �
nX
i��

ci

�

i

�

�k
xi �

O�enbar geht rk � � mit k ��� und zwar gilt

krkk � �
�
��
�


�

�k�A �

��




Zur Berechnung von 
� w�ahlt man einen komplexen Vektor d und bildet

�x�k�� d� � 
k��c��x�� d� � �rk� d�� �

Ist c��x�� d� �� �� so gilt f�ur k ��
�x�k
��� d�

�x�k�� d�
� 
�

c��x�� d� � �rk
�� d�

c��x�� d� � �rk� d�
� 
� �

Genauer gilt

�x�k
��� d�

�x�k�� d�
� 
� � O

�
��
�


�

�k�A �

d�h� die Konvergenzgeschwindigkeit h�angt von
���
�

�

��� ab�
Einen Eigenvektor x� zu 
� bekommt man als Grenzwert der Folge x�k��x

�k�
j

f�ur geeignet gew�ahltes j �j�te Komponente von x� nicht ����

Beispiel�

A �

�
B� �� ��� 
�
��� ��
 ���

� ��� ��

�
CA � x���� x���� x��� �

� ��� ���
�

� ��
 �
�	�

� ��� ���
�


Mit c � ��� �� ��T erh�alt man

�x���� d�

�x���� d�
� ��
 �

�x���� d�

�x���� d�
� �	���� �

F�ur j � � lauten die normierten Vektoren x�k��x
�k�
� �

� ��
����
 ��
���
�
� � �
� ��
����
 ��
���
�

Die exakten Werte sind


� � ��� � 
� � �� � x� �

�
B� �
��
��


�
CA �

��	



Aus dem kleinen Verh�altnis 
�

�
� ���� erkl�art sich die schnelle Konvergenz�

Zur Berechnung der weiteren Eigenwerte bildet man die Matrix
T � �A � �I���� Diese hat die Eigenwerte �
i � ���� mit den Eigenvek�
toren xi� Zur Berechnung von 
� w�ahlt man � so� da�

j
� � �j � j
i � �j � i �� � �

Dann ist �
� � ���� betragsgr�o�ter Eigenwert von T � Diesen kann man nach
der Potenzmethode berechnen� Zur Bildung von

x�k
�� � Tx�k� �

�A� �I�x�k
�� � x�k�

mu� man bei jedem Schritt ein Gleichungssystem mit ein und derselben Ma�
trix l�osen� Man braucht also die LR�Zerlegung nur einmal durchzuf�uhren�

Dieses Verfahren hei�t �inverse Potenzmethode� oder Wielandt�Iteration�

Sei nun A eine beliebige Matrix mit Jordan�scher Normalform J � also

A � XJX�� � J �

�
BB�
J�

� � �

Jr

�
CCA � J� �

�
BBBBB�

� �

� � �
� � � �


�

�
CCCCCA �

Die Eigenwerte 
� sind also nach geometrischer Vielfachheit gez�ahlt und nach
abnehmenden Betr�agen geordnet�

j
�j � j
�j � � � � � j
rj

Seien x�k� � Ax�k��� die Vektoren der Potenzmethode� Mit x�k� � Xy�k�

wird y�k� � Jy�k���� Spalten wir y�k� auf in Teilvektoren y�k� der L�ange ��� so
entsteht

y
�k�
� � J�y

�k���
� � y

�k�
� � Jk� y

���
� � � � �� � � � � r � y�k� �

�
BB�
y
�k�
�
���

y�k�r

�
CCA �

���



Zur Berechnung von Jk� setzen wir

J� � 
�I �N� � N� �

�
BBBB�
� � O

�� � � � �

�
O �

�
CCCCA �

Wegen N��
� � � wird dann f�ur k � ��

Jk� � �
�I �N��k �
����P
���

�
k
�

�

k��� N�

�

� 
k
����P
���

�
k
�

�

��� N�

�

� 
k�M�k

mit einem Polynom M�k vom Grade � �� in k� Damit haben wir

y
�k�
� � 
k�M�ky

���
� � � � �� � � � � r �

Um nun wieder zu den x�k� zur�uckzukommen� zerlegen wir X � �X�� � � � �Xr�
mit �n� ����Matrizen X� und haben dann

x�k� � Xy�k� �
rX

���

X�y
�k�
� �

rX
���


k�X�M�ky
���
� �

Diese Darstellung von x�k� ist der Ersatz f�ur die oben benutzte Entwicklung
nach Eigenvektoren� in welche sie f�ur �� � �� � � �� � � � � r �ubergeht�

Wir untersuchen die Potenzmethode nun f�ur verschiedene F�alle�

Fall �� Es gibt einen Eigenwert 
� maximalen Betrages� und es ist ��
�� �
��
�� � ��

Es ist also


� � 
� � � � � � 
� � j
�j � j
�
�j � � � � � j
rj �

x�k� �
�X

���


k�X�M�ky
���
� �

rX
���
�


k�X�M�ky
���
� �

���



F�ur � � �� � � � � � ist �� � � und M�k die ��� ���Matrix �� Also wird

x�k� � 
k�

��
�

�X
���

X�y
���
� �

rX
���
�

�

�

�

�k
X�M�ky

���
�


�
�

� 
k�fx� � rkg �

Hier ist x� ein Eigenvektor zum Eigenwert 
�� und rk hat die Gr�o�enordnung

�

�
�


�

�k
k��� � � � k�� �

wo � � Max ��� Damit hat man in diesem Fall die gleichen Verh�altnisse wie
im oben diskutierten Fall� Die Konvergenz ist im wesentlichen �
�
��
��k�
der Faktor k��� w�achst so langsam� da� er numerisch kaum bemerkt wird�

Fall �� Es gibt einen Eigenwert 
� maximalen Betrages� aber es ist ��
�� �
��
���

Wir betrachten den einfachsten Spezialfall ��
�� � �� ��
�� � �� Es ist dann

x�k� � 
k�x�M�ky
���
� �

rX
���


k�X�M�ky
���
�

� 
k�

��
�X�M�ky

���
� �

rX
���

�

�

�

�k
X�M�ky

���
�


�
�

� 
k�
n
X�M�ky

���
� � rk

o
�

�Ahnlich wie oben ist rk von der Gr�o�enordnung

rk �

�

�

�

�k
k��� � � � k ��

mit � � Max
� � �

��� M�k ist ein Polynom vom Grade � in k� d�h�

X�M�ky
���
� � a� kb

���



mit geeigneten Vektoren a� b� Bildet man nun �xk� d� und bildet die Quoti�
enten zur Berechnung von 
�� so entsteht

�x�k
��� d�

�x�k�� d�
� 
�

�a� d� � �k � ���b� d� � �rk
�� d�

�a� d� � k�b� d� � �rk� d�

� 
�

	
� � O �

�

k
�



f�ur k ��� wenn nur �a� d� �� �� Man hat also auch in diesemFall Konvergenz
gegen 
�� aber sehr langsam�

Fall �� Es gibt verschiedene betragsmaximale Eigenwerte�

Wir behandeln wieder den einfachsten Spezialfall

j
�j � j
�j � j
�j � � � � � j
rj � 
� �� 
�

mit ��
�� � ��
�� � �� Es ist dann

x�k� � 
k�X�y
���
� � 
k�X�y

���
� �

rX
���


k�X�M�ky
���
�

� 
k�

��
�X�y

���
� �

�

�

�

�k
X�y

���
� �

rX
���

�

�

�

�k
X�M�ky

���
�


�
�

� 
k�

��
�X�y

���
� �

�

�

�

�k
X�y

���
� � rk


�
� �

Wie in den fr�uheren F�allen geht rk � � mit k � �� und zwar �beinahe�
geometrisch� Setzen wir


�

�
� ei� � � � 	 � �� �

so ist �

�

�

�k
� ei�k � cos	k � i sin	k �

Der Vektor

X�y
���
� �

�

�

�

�k
X�y

���
�

���



ist also �i� allg�� d�h� f�ur y
���
� �� �� nicht konvergent� vielmehr oszillierend� In

diesem Fall haben wir also keine Konvergenz�

Zusammenfassend haben wir den

Satz �
�
� Die Potenzmethode konvergiert� wenn es genau einen betrags�
gr�o�ten Eigenwert gibt� Stimmen f�ur diesen die algebraische und geometri�
sche Vielfachheit �uberein� so ist die Konvergenz geometrisch� Gibt es ver�
schiedene betragsgleiche Eigenwerte� so ist die Potenzmethode nicht konver�
gent�

	�� Der LR� und der QR�Algorithmus

Wir wollen uns nun �uberlegen� wie wir alle Eigenwerte einer Matrix durch
die Potenzmethode berechnen k�onnen� Im Prinzip kann das � wie oben be�
sprochen � durch die inverse Potenzmethode geschehen� Wir werden aber eine
sehr viel elegantere Methode �nden�

Betrachten wir wieder den Fall n betragsm�a�ig verschiedener Eigenwerte�
also j
�j � j
�j � � � � � j
nj� und es gibt n l�u� Eigenvektoren x�� � � � � xn�

Wenden wir die Potenzmethode auf n Startvektoren x
���
� � � � � � x���n gleichzeitig

an� also
Xk
� � AXk � Xk �

n
x
�k�
� � � � � � x�k�n

o
�

so passiert nicht viel Interessantes� Alle Spalten von Xk werden von 
k�x� do�
miniert� Um dies zu vermeiden� gehen wir ra�nierter vor� In der ersten Spalte
machen wir die ganz normale Potenzmethode� normieren x���� allerdings so�
da� die erste Komponente � ist�

r��x
���
� � Ax

���
�

In der zweiten Spalte wollen wir aber m�oglichst keine Anteile von x� haben
und subtrahieren daher ein geeignetes Vielfaches von x���� �

r��x
���
� � Ax

���
� � r��x

���
� �

r�� bestimmen wir so� da� die erste Komponente von x
���
� verschwindet� Da�

nach wird r�� so bestimmt� da� die zweite Komponente von x
���
� � wird�

���



Entsprechend geht man in der Spalte j vor� Man m�ochte� da� x
���
j m�oglichst

keine Anteile von x�� � � � � xj�� hat und subtrahiert dazu Vielfache von x
���
� � � � � � x

���
j��

so� da� die ersten j � � Komponenten von x���j verschwinden� Anschlie�end

wird x���j so normiert� da� die j�te Komponente � ist�

rjjx
���
j � Ax

���
j � r�jx

���
� � r�jx

���
� � � � �� rj���jx

���
j�� � j � �� � � � � n � �����

Fa�t man die rij zu der rechten Dreiecksmatrix R� zusammen� so lautet dies

X�R� � AX� � �����

X� ist eine linke Dreiecksmatrix mit Hauptdiagonale �� Wir haben hier also
die LR�Zerlegung von AX� vorliegen�

Die Potenzmethode l�auft nun folgenderma�en� Sei X� � I�
Ist X� berechnet� so bilde man die LR�Zerlegung

Xk
�Rk � AXk �����

von AXk� wo also Xk
� der linke Faktor ist�

Aufgrund der Herleitung erwarten wir� da� mit k ��
x
�k�
� � r��x�
x
�k�
� � r��x� � r��x�

���
x�k�n � r�nx� � r�nx� � � � �� rnnxn

mit geeigneten Zahlen rij� Anders ausgedr�uckt� Mit einer rechten Dreiecks�
matrix R gilt

Xk � XR � X � �x�� � � � � xn� � �����

Nach einer Idee von Rutishauser kann man die Rechnung sehr elegant durchf�uhren�
Man setze

Lk � X��
k Xk
� � Ak � X��

k AXk �

Dann sind die Lk linke Dreiecksmatrizen mit Diagonale �� und die Ak sind
alle �ahnlich zu A� Es gilt weiter

Ak � X��
k AXk � �LkX

��
k
��AXk � LkRk �

Ak
� � �X��
k
�A�Xk
� � �RkX

��
k �Xk
� � RkLk �

���



Schlie�lich erwarten wir noch� da� mit k ��
Ak � X��

k AXk � R��X��AXR � R��JR �

wobei J die Diagonalmatrix mit den Eigenwerten 
� auf der Diagonalen ist�
Damit sind wir beim LR�Verfahren angelangt�

�� A� � A�

�� Ist Ak berechnet� so bilde man die LR�Zerlegung

Ak � LkRk

und setze
Ak
� � RkLk �

�� Gem�a� der vermuteten Konvergenz Xk � XR erwarten wir� da�

Ak � X��
k AXk � R��X��AXR � R��JR

�

�
BBBBBBB�


�

� x

� � �

O

n

�
CCCCCCCA

mit irgendwelchen Elementen oberhalb der Diagonalen�

Tats�achlich kann man unter gewissen Voraussetzungen zeigen� da� die Diago�
nale von Ak gegen eine Permutation der Eigenwerte konvergiert� Wir werden
das LR�Verfahren jedoch nicht weiter verfolgen� Es hat den Nachteil� da� die
LR�Zerlegung ja nicht immer durchf�uhrbar ist und numerische Stabilit�at nur
durch Pivotisierung� also Zeilenvertauschungen� erreicht wird�

Durch eine leichte Modi�kation des LR�Algorithmus kommen wir zum QR�
Algorithmus� Wir bestimmen r��j� � � � � rj���j in ����� so� da� x

���
j orthogonal

zu x
���
� � � � � � x

���
j�� ist und danach rj�j so� da� x

���
j die L�ange � hat� Dann hat

man wieder ������ aber X� ist jetzt eine unit�are Matrix� Die Potenzmethode
lautet wieder wie in ������ nur da� jetzt statt der LR�Zerlegung eine QR�
Zerlegung mit unit�arem Faktor Xk
� durchgef�uhrt wird� Wieder erwarten
wir ������ Mit den Matrizen

Qk � X��
k Xk
� � Ak � X��

k AXk

���



�nden wir genau wie beim LR�Verfahren

Ak � QkRk � Ak
� � RkQk �

Damit haben wir den QR�Algorithmus gefunden�

�� A� � A

�� Ist Ak berechnet� so bilde man die QR�Zerlegung

Ak � QkRk

und setze
Ak
� � RkQk �

�� Wir erwarten

Ak �

�
BB�

� x

� � �

O 
n

�
CCA �

Lemma �
�
� Sei Ak � A und QkRk � Ak die QR�Zerlegung von Ak� Dann
gilt Qk � Q� Rk � R� wo QR � A die QR�Zerlegung von A ist�

Beweis� Die erste Spalte von QkRk � Ak lautet

r
�k�
�� q

�k�
� � a

�k�
� �

Wegen r
�k�
�� � �� kq�k�� k� � � und a�k�� � a� konvergiert r

�k�
�� � etwa gegen r���

Damit konvergiert auch q
�k�
� � etwa gegen q�� Die zweite Spalte von QkRk � Ak

lautet
r
�k�
�� q

�k�
� � r

�k�
�� q

�k�
� � a

�k�
� �

Weil Qk unit�ar ist� gilt r
�k�
�� � �a

�k�
� � q

�k�
� �� r��� Also konvergiert auch r��q

�k�
�

und wegen kq�k�� k� � � auch r�k��� � r��� mithin auch q
�k�
� � q��

Es ist klar� da� man so fortfahren kann und

Rk � R � Qk � Q

��




bekommt mit einer rechten Dreiecksmatrix R und einer unit�aren Matrix Q�
Dies mu� die QR�Zerlegung von A sein

�

Satz �
�
� A besitze n betragsm�a�ige verschiedene Eigenwerte 
�� � � � � 
n�
Sei j
�j � j
�j � � � � � j
nj � � und A � XJ�� die Jordan�sche Normalform
von A� Dann gilt f�ur die Matrix Ak der QR�Algorithmus f�ur k ��

�Ak�i�j �
�

i � j � i
� j � i

�

Beweis� Sei X�� � L�R� die LR�Zerlegung von X��� Der Beweis be�
ruht auf dem Vergleich zweier QR�Zerlegungen von Ak� Die erste dieser QR�
Zerlegungen bekommen wir aus

Ak � XJkX�� � XJkL�R� � XJkL�J�kJkR� �

Wegen unserer Numerierung der Eigenwerte ist JkL�J�k von der Form I�Fk
mit Fk � �� Also haben wir

Ak � X�I � Fk�J
kR� �

Sei nun X � QR die QR�Zerlegung von X� Dann gilt

Ak � QR�I � Fk�JkR�
� Q�I �Gk�RJkR�

mit Gk � RFkR
�� � �� Sei PkSk � I � Gk die QR�Zerlegung von I � Gk�

Nach dem Lemma gilt Pk � I� Sk � I� Wir haben also

Ak � QPkSkRJ
kR� �����

mit unit�aren Matrizen Pk � I und rechten Dreiecksmatrizen Sk � I�

Die zweite QR�Zerlegung von Ak ist

Ak � Q� � � �Qk��Rk�� � � �R� � ���
�

��




Dies ist der Fall � � k der Identit�at

Q� � � �Qk����A�
k��Rk���� � � �R� � Q� � � �Qk��Rk�� � � �R� �

die man f�ur � � �� � � � � k durch Induktion nach � beweist� Aus dem Vergleich
der QR�Zerlegungen ������ ���
� bekommen wir

Q� � � �Qk�� � QPk � Rk�� � � �R� � SkRJ
kR� �

Aus der ersten dieser Beziehungen folgt

Qk � �Q� � � �Qk�����Q� � � �Qk � �QPk�
��QPk
� � I � ���
�

aus der zweiten

Rk � RkRk�� � � �R��R� � � �Rk����� � Sk
�RJR
��S��k � RJR�� � ���	�

Also gilt
Ak � QkRk � RJR�� �

und dies ist eine Matrix der behaupteten Art�

�

Bemerkungen� Sind die Voraussetzungen des Satzes nicht erf�ullt� so treten
folgende �Anderungen ein�

I
 Ist 
i mehrfacher Eigenwert mit ��
i� � ��
i�� so gilt der Satz un�
ver�andert�

Dann ist n�amlich die Matrix JkL�J�k von der Form L�Fk mit einer linken
Dreiecksmatrix L� und ����� gilt nach wie vor� wobei jetzt Pk � P � Sk � S
mit einer unit�aren Matrix P und einer rechten Dreiecksmatrix S ist� welche
nicht mehr notwendig I sind� ���
� gilt dann nach wie vor� w�ahrend in ���	�
R durch SR ersetzt werden mu��

II
 Wir lassen jetzt die Vorraussetzungen� da� die algebraische mit der
geometrischenVielfachheit �ubereinstimmt� fallen�A besitze also r Eigenwerte

�� � � � � 
r mit j
�j � j
�j � � � � j
rj � �� und zu jedem Eigenwert 
� geh�oren

��	



ein oder mehrere Jordank�astchen� die wir zu J� zusammenfassen� J� hat dann
die Gestalt

J� �

�
BBBB�

� ��

� � � � � �

��

�

�
CCCCA � J �

�
BB�
J�

� � �

Jr

�
CCA �

wo �� � � oder �� � �� J� ist ein ��
�� � ��
���Matrix� Spaltet man L�
gem�a� J auf� L� � �Li�j�� so wird�

JkL�J�k
�
i�j

� Jki Li�jJ
�k
j

�

�

i

j

�k
Mi�kLijM

��
j�k � i � j �

wobeiMi�k�M
��
i�k Polynome h�ochstens vom Grade � ��
i� in k sind� Also gilt

f�ur k �� nach wie vor�
JkL�J�k

�
i�j
� � � i � j �

Die weitere �recht m�uhsame� Untersuchung zeigt nun� da� Ak entsprechend
J aufgeteilt werden kann in Bl�ocke Aijk� wobei f�ur k ��

Aijk � � f�ur i � j �

Alle ��
i� Eigenwerte von Aiik konvergieren gegen 
i�

III
 Den Fall betragsgleicher aber verschiedener Eigenwerte brauchen wir
nicht zu betrachten� da wir ihn durch shifts vermeiden�

���



	�� Praktische Durchf�uhrung des

QR�Algorithmus

Die QR�Zerlegung nach Householder ben�otigt �
�
n� �ops� das Produkt RQ

deren �
�
n�� Damit verlangt ein einziger QR�Schritt �

�
n�� �ops�

Eine erhebliche Reduktion dieser Anzahl erreicht man� wenn man den QR�
Algorithmus auf Hessenberg�Matrizen anwendet� F�ur eine Hessenberg�
Matrix H � �Li�j� ist hi�j � � f�ur i � j � �� Man sieht leicht� da� ein
QR�Schritt eine Hessenberg�Matrix immer wieder in eine solche �uberf�uhrt�

Ist A eine beliebige �n� n��Matrix� so kann man mit Hilfe des Householder�
Verfahrens eine unit�are Matrix U berechnen� so da� H � UAU� eine Hes�
senberg � Matrix ist� Dazu setzt man U � Un�� � � �U�� wobei Ui die Gestalt

Ui �

�
Ii O

O Si

�

mit der i�dimensionalen Einheitsmatrix Ii und einer �n � i��dimensionalen
Spiegelung Si ist� Si wird so bestimmt� da� der �n� i��dimensionale Vektor
in der i�ten Spalte von Ui�� � � �U�AU

�
� � � �U�

i�� in und unterhalb der Haupt�
diagonalen in ein Vielfaches des �n � i��dimensionalen Einheitsvektors e�
abgebildet wird�

Der QR�Schritt f�ur Hessenberg�Matrizen kann durch die Givens�Rotation

Ui�k �

�
BBBBBBBBBBBBB�

�
� � �

c s
� � �

�s c
� � �

�

�
CCCCCCCCCCCCCA

ausgef�uhrt werden� Die nichttrivialen Elemente c � cos���� s � sin��� stehen
dabei in Zeilen und Spalten i� k� Ui�k vermittelt eine Drehung in der i� k�
Ebene um den Winkel �� Wir verwenden nur Uk�k
� mit den Elementen
ck � cos��k�� sk � sin��k�� In einem ersten Schritt �uberschreibt man die

���



Hessenberg�Matrix H durch rechten Faktor R in der QR�ZerlegungH � QR�

for k � �� � � � � n� �
f Bestimme �k so� da�

�
ck sk

�sk ck

��
ck sk

�sk ck

��
hk�k
hk
��k

�
�

�
x
�

�
for j � k� � � � � n�
hk�j
hk
��j

�
�

�
ck sk

�sk ck

��
hk�j
hk
��j

�
g

Der unit�are Faktor Q ist dann nat�urlich U�
��� � � �U�

n���n� In einem zweiten
Schritt wird RQ gebildet�

for k � �� � � � � n� �
for j � �� � � � � k � �

�hj�k� hj�k
�� � �hj�k� hj�k
��

�
ck �sk
sk ck

�
�

Jeder dieser Schritte ben�otigt �n�� insgesamt also �n� �ops�

Zur Konvergenzbeschleunigung f�uhrt man shift durch� und zwar in der Form

Ak � �kI � QkRk

Ak
� � RkQk � �kI �

F�ur �k verwendet man eine N�aherung f�ur den betragskleinsten Eigenwerte�
etwa das �n� n��Element von Ak� Das f�uhrt zu einer schnellen Konvergenz von

n� Danach spaltet man Zeile und Spalte n ab und f�uhrt den QR�Algorithmus
f�ur die verbleibende �n� �� n� ���Matrix weiter�

���



	�� Fehlerabsch�atzung bei

Eigenwertproblemen

Wir wollen zun�achst einen Satz kennenlernen� der ohne viel Rechnung die
grobe Lokalisierung der Eigenwerte einer Matrix gestattet�

Satz �
�
� �Gerschgorin	 Sei A �n� n��Matrix und seien

ri �
X
j ��i
jaijj

Ki � fz 
 C � jz � aiij � rig �

F�ur die �Gerschgorin�Kreise� Ki gilt dann�

a	 Alle Eigenwerte von A sind in
nS
i��

Ki enthalten�

b	 m der Kreise Ki seien punktfremd mit den restlichen Kj � Dann haben
die in der Vereinigung dieser Ki liegenden Eigenwerte zusammen genau
die algebraische Vielfachheit m�

Beispiel�

A �

�
BBB�

� � � ��
� �� � �

�� � �� ��
�� � � �

�
CCCA

r� � �
r� � �
r� � �
r	 � �

Es liegen Eigenwerte jeweils der Gesamtvielfachheit � inK��K	 undK��K��

Beweis�

�a� Sei 
 Eigenwert und x Eigenvektor von A mit kxk� � � � jxi�j� Ax �

x bedeutet

�di�i � 
�xi � �
nX
j��
j ��i

ai�jxj �

also

jai�i � 
jjxij �
nX
j��
j ��i

jai�jjjxjj � ri �

F�ur i � i� folgt 
 
 Ki� �

���



�b� Der Beweis beruht auf einem Stetigkeitsargument� Wir geben nur die
Idee� F�ur eine exakte Fassung siehe etwa J� Werner� Kapitel ����

Wir setzenA�t� � D�t�A�D� mit der Diagonalen D vonA� Dann istA��� �
D� A��� � A� Die Gerschgorin�Kreise von A�t� sind tKi� Wir beweisen �b�
f�ur alle A�t� mit � � t � �� Wir benutzen folgendes

Lemma �
�
� Es gibt n stetige Funktionen 
�� � � � � 
n auf %�� �&� so da�

��t�� � � � � 
n�t� die Eigenwerte von A�t� sind�

Nun argumentiert man folgenderma�en� F�ur t � � ist �b� o�enbar richtig�
Wir w�ahlen nun t� � � so� da� f�ur t � t� tKi� tKj f�ur alle i� j mit ai�i �� aj�j
punktfremd sind� Dann m�ussen f�ur t � t� wegen des Lemmas in tKi genau
so viele 
j�t� liegen� wie es j gibt mit aj�j � ai�i� Also ist �b� richtig f�ur A�t�
mit t � t��

Lassen wir jetzt t weiter anwachsen bis zum ersten Mal einige der bisher
punktfremden tKi zusammensto�en� Die so entstehende Vereinigung von
tK �

is enth�alt dann genau diejenigen Eigenwerte� welche bisher in den ein�
zelnen tK �

is lagen� So fortfahrend erh�alt man schlie�lich das Resultat f�ur
A�t� in � � t � ��

�

F�ur hermite�sche Matrizen kann man einfache und befriedigende Aussagen
�uber die Lage von Eigenwerten machen� Zun�achst haben wir folgenden Ein�
schlie�ungssatz�

Satz �
�
� Sei A hermite�sch und seien 
� x N�aherungen f�ur einen Eigen�
wert von A mit zugeh�origem Eigenvektor�

Dann gibt es einen Eigenwert 
k von A mit

j
k � 
j � kdk�
kxk� �

���



Beweis� Sei fx�� � � � � xng ein Orthonormalsystem von Eigenvektoren von
A� Dann gilt

x �
nX
i��

cixi� ci � x�ix � kxk�� �
nX
i��

jcij�

und

d � Ax� 
x �
nX
i��

ci�
i � 
�xi �

kdk�� �
nX
i��

jcij�j
i � 
j� �
nX
i��

jcij� min
�
i
n

j
i � 
j� � kxk��j
k � 
j� �

�

�Uber die Eigenwerte gest�orter Matrizen hat man im hermite�schen Fall fol�
gendes einfache Resultat�

Satz �
�
� Seien A� B hermite�sche �n� n��Matrizen� Dann kann man die
Eigenwerte 
i von A und die Eigenwerte �i von B so anordnen� da�

j
i � �ij � ka�Bk�
ist�

Beweis� Sei 
i Eigenwert zum Eigenvektor xi von A� Dann ist

d � Bxi � 
ixi � Axi � 
ixi � �B �A�xi

� �B �A�xi

und damit
kdk � kB �Ak�kxik� �

Nach Satz ��� gibt es einen Eigenwert �i von B mit

j
i � �ij � kdk�
kxik� � kB �Ak� �

�

���



Im allgemeinenFall sind St�orungsresultate sehr viel verwickelter und ung�unsti�
ger�

Satz �
�
� Sei A eine �n� n��Matrix mit Eigenwerten 
�� � � � � 
r� und sei �
die maximale L�ange der Jordan�K�astchen von A� Sei X eine Matrix� welche
A auf Jordan�sche Normalform bringt� Sei A� � A� �F � � � � � �� Dann
liegen s�amtliche Eigenwerte von A� in der Vereinigung der Kreise

K� � fz 
 C � jz � 
�j � ������ � k��X��kFk�g �

Beweis� Es ist A � XJX��� Also haben A��F � J��G mitG � X��FX
die gleichen Eigenwerte� Wir behandeln zwei F�alle�

�� J besteht aus genau einem Jordan�K�astchen der L�ange � � n� Sei D
die Diagonalmatrix mit der Diagonale �� ����� � � � � ��������� Dann ist

J �

�
BBBB�

 �


 �
� � � �




�
CCCCA � D��JD �

�
BBBB�

 ����


 ����

� � � ����




�
CCCCA �

Die Matrix D���H � �G�D hat die gleichen Eigenwerte wir A � �F � Wir
wenden den Satz von Gerschgorin auf D���J � �G�D an� Die Gerschgorin�
Kreise haben Mittelpunkt 
� �gi�i und Radius

ri � ���� � ���������
nX
j��
j ��i

jgijj � ����

�
B�� � nX

j��
j ��i

jgij j
�
CA �

Jeder Eigenwert � von A� liegt in einem dieser Kreise� also

j
� �gii � �j � ri

f�ur ein i� Es folgt

j
 � �j � �jgiij� ri

� ����

�
�� � nX

j��

jgijj
�
A

� ������ � kGk��
� ������ � k��X�kFk�� �

���



�� J besteht aus mehreren Jordan�K�astchen J�� � � � � Jr� Dann setzt man D
aus Diagonalmatrix D�� � � � �Dr zusammen und hat dann

D���J �G�D �

�
BB�
D��

� J� D�

� � �

D��
r Jr Dr

�
CCA� �D��GD �

Anwendung von �� ergibt die Behauptung�

�

��




Kapitel 	

Approximation

��� Approximation in normierten R�aumen

Eine vorgegebene Funktion f 
 C%a� b& soll durch eine Funktion u aus einem
Unterraum U � C%a� b& approximiert werden� Wir untersuchen in diesem
Paragraphen� ob es eine optimale Wahl u� f�ur u gibt�

Wir f�uhren zun�achst auf C%a� b& eine Norm k � k ein�
F�ur � � p �� ist beispielsweise

kfkp �
�
� bZ
a

jf�x�jpdx
�
A

��p

eine Norm� Einen wichtigen Fall erh�alt man f�ur p���

kfk� � lim
p�� kfkp � max
a�b�

jf�x�j

Wir legen uns im folgenden jedoch auf keine bestimmte Norm fest� Sei U der
von den linear unabh�angigen Funktionen u�� � � � � un 
 C%a� b& aufgespannte
Unterraum�

U �

�
nX

k��

akuk � ak 
 IR
�

und sei
��f� �� Inf

u�U
kf � uk �

��




Dann hei�t unsere Aufgabe�

Finde u� 
 U mit kf � u�k � ��f��

Satz �
�
� Das Approximationsproblem ist immer l�osbar�

Beweis� F�ur a �� �a�� � � � � an�T 
 IRn
� sei

F �a� � kf �
nX

k��

akukk

F �a� ist eine stetige Funktion von a� Bei der Suche nach einem Minimum
von F in IRn
� k�onnen wir uns auf die Menge M � fa 
 IRn
� � F �a� �
F �a�g beschr�anken� M ist abgeschlossen� M ist auch beschr�ankt� Denn die

Abbildung a � k nP
k��

akukk ist eine Norm in IRn
�� Da je zwei Normen in

IRn
� �aquivalent sind� gibt es eine Konstante c � � mit

k
nX

k��

akukk � ckak� �

Mit k	k� �� strebt also auch F �a���� und damit ist M beschr�ankt�

M ist also kompakt� und die stetige Funktion F nimmt auf M ihr Minimum
an� etwa in a��

Also existiert ein a� 
 IRn
� mit F �a�� � ��f�� u� �
nP

k��
a�kuk ist dann L�osung

des Approximationsproblems�

�

De�nition �
�
� Eine Norm hei�t strikt� wenn gilt�

kf � gk � kfk� kgk 	 f� g linear abh�angig

Beispiele� k k� ist strikt� k k� hingegen nicht� Letzteres sieht man an
dem Beispiel f � �� g � x in C%�� �&�

��	



Satz �
�
� Das Approximationsproblem f�ur strikte Normen ist eindeutig l�osbar�

Beweis� Seien u�� und u
�
� L�osungen und u

� �� �
�
�u�� � u���� Dann gilt�

kf � u�k � �
�
kf � u��k�

�

�
kf � u��k � ��f�

u� ist also ebenfalls eine L�osung und in der Ungleichung gilt Gleichheit� Da
die Norm streng ist� gibt es 	� 
 
 IR mit j	j� 
j � � und

	

�
�f � u��� �




�
�f � u���

oder
�	 � 
�f � 	u�� � 
u�� �

Ist 	 � 
� so folgt u�� � u��� Ist 	 �� 
� so folgt f 
 U � also f � u�� � u��� In
jedem Fall ist also u�� � u���

���



��� Tschebysche
�Approximation

Wir betrachten im folgenden die Approximationsaufgabe mit der Norm

kfk � max
�a�b�

jf�x�j

De�nition �
�
� Seien u�� � � � � un 
 C%a� b& linear unabh�angig�
U � hu�� � � � � uni hei�t unisolvent� wenn f�ur jede Unterteilung a � x� �
x� � � � � � xn � b und f�ur jede Wahl von yj� j � �� � � � � n genau ein u� 
 U
existiert mit u��xj� � yj� j � �� � � � � n�

Bemerkung� U unisolvent � det �uk�xj�� �� � f�ur jede Unterteilung�
� Jede Funktion u 
 U mit mehr als n

Nullstellen verschwindet identisch�

Beispiele�

�� U � Pn�

�� uk�x� � e
kx� k � �� � � � � n� 
 �� � 
 IR��

det �uk�xj�� �
�
e
xj

�k
� �zj�k ist gerade die Vandermonde�Determinante

von �z�� � � � � zn��

�� U � Tm� n � �m� � f�ur � � a � b � ���

�� � �� x� � ist in %�����& nicht unisolvent�
�� � B��k� � � � � Bn�k�k � in %x�� xn& nicht unisolvent�

Satz �
�
� Sei U unisolvent� u 
 U und a � x� � x� � � � � � xn
� � b�
�f�u��xj� habe alternierende Vorzeichen� d�h� es gebe ein � 
 IR mit j�j � ��
so da�

sgn%�f � u��xj�& � ����j� � j � �� � � � � n� � �

Dann gilt�
n
�
min
j��

j�f � u��xj�j � ��f� � kf � uk �

�
�



Beweis� Wir nehmen an� es w�are

n
�
min
j��

j�f � u��xj�j � ��f� �

Dann g�abe es ein v 
 U mit

n
�
min
j��

j�f � u��xj�j � kf � vk �

Es folgt
j�f � u��xj�j � j�f � v��xj�j � j � �� � � � � n� � �

Nun ist aber

j�f � u��xj�j � �sgn�f � u��xj���f � u��xj� � �����j�f � u��xj� �

und es folgt weiter

�����j�f � u��xj� � j�f � v��xj�j � �����j�f � v��xj� � j � �� � � � � n� � �

Dies ist nur m�oglich� wenn

�����j�v � u��xj� � � � j � �� � � � � n� � �

v�u hat also mindestens n�� Nullstellen� Da U unisolvent ist� folgt v � u�
Dies ist ein Widerspruch�

�

De�nition �
�
� x� � x� � � � � � xn
� hei�t Alternante �der L�ange n� �	
zu f �u� falls f �u an den Stellen xj mit alternierendem Vorzeichen seinen
Maximalwert annimmt� d�h� es gibt � 
 IR mit j�j � �� so da�

�f � u��xj� � �����jkf � uk

�
�



Beispiel� n � �

x� x� x� x�

�jjf � ujj

jjf � ujj

Satz �
�
� Sei U unisolvent und u 
 U � f � u besitze eine Alternante der
L�ange n��� Dann ist u L�osung des Approximationsproblems� d�h� kf�uk �
��f��

Beweis� Nach Satz 
���� gilt�

kf � uk � n
�
min
j��

j�f � u��xj�j � ��f� � kf � uk

Bemerkung� Es gilt auch die umgekehrte Behauptung� d�h� zu jeder
L�osung gibt es eine Alternante� Der Beweis ist schwieriger �vgl� G� Meinar�
dus� Approximation von Funktionen und ihre numerische Behandlung��

Satz �
�
� Sei U unisolvent und a � x� � � � � � xn
� � b� Dann gibt es
genau ein u 
 U und d 
 IR� mit

u�xj� � f�xj�� d����j � j � �� � � � � n� �

und es gilt�
jdj � ��f� � kf � uk

�
�



Beweis� Sind u� d von der genannten Art� so ist

�f � u��xj� � d����j � j � �� � � � � n� �

und nach Satz 
���� folgt

jdj � n
�
min
j��

j�f � u��xj�j � ��f� �

F�ur d und die Koe�zienten ak von u �
nP

k��
akuk hat man die Gleichungen

nX
k��

akuk�xj� � d����j � f�xj� � j � �� � � � � n� � �

Das zugeh�orige homogene System lautet

u�xj� �
nX

k��

akuk�xj� � �d����j � j � �� � � � � n� �

u hat also mindestens n� � Nullstellen�

Da U unisolvent ist� m�ussen die ak und damit auch d verschwinden� das
homogene System ist also nur trivial l�osbar� Damit sind u� d eindeutig be�
stimmt�

�

Satz 
���� bildet die Grundlage des Remes � Algorithmus zur L�osung der
Approximationsaufgabe�

Sei f 
 C%a� b& und U unisolvent� Gesucht wird ein u� 
 U mit

kf � u�k � kf � uk � � u 
 U �

Wir konstruieren eine Folge von Unterteilungen

x�k� � �x
�k�
� � � � � � x

�k�
n
�� � a � x

�k�
� � � � � � x

�k�
n
� � b

und �nden die nach Satz 
���� eindeutig bestimmten u�k�� d�k� mit

u�k��xj� � f�x�k�j �� d�k�����j � j � �� � � � � n� � �

jd�k�j � ��f� � kf � u�k�k �� ��k� �

�
�



Die Unterteilung X��� kann beliebig gew�ahlt werden� es ist jedoch ein wich�
tiges praktisches Problem� ein geeignetes X��� zu �nden�

Sei X�k� berechnet� Falls jd�k�j � ��k�� so ist kf � u�k�k � ��f� und das
Verfahren kann abgebrochen werden� F�ur jd�k�j � ��k� wirdX�k
�� so gew�ahlt�
da� die folgenden Bedingungen erf�ullt sind�

�a� �f � u�k���x
�k
��
j � hat alternierendes Vorzeichen

�b� j�f � u�k���x�k
��
j �j � jd�k�j j � �� � � � � n� �

�c� j�f � u�k���x�k
��
j �j � jd�k�j f�ur mindestens ein j

x
�k�
� x

�k�
�x

�k�
� x

�k
��
�x

�k�
�

jd�k�j

�jd�k�j

In dem skizzierten Beispiel sind die Bedingungen �a� bis �c� erf�ullt� wenn

x
�k
��
� wie eingezeichnet gew�ahlt wird und die �ubrigen Unterteilungspunkte
nicht ver�andert werden�

Satz �
�
� Sei U unisolvent und seien die Bedingungen �a	� �b	� �c	 erf�ullt�
Dann gilt

jd�k
��j � jd�k�j �

Beweis� Wir entwickeln u�k
�� nach der Basis fu�� � � � � ung von U �

u�k
�� �
nX
i��

a
�k
��
i ui

�
�



F�ur die Koe�zienten a
�k
��
i und f�ur d�k
�� gelten die Gleichungen

nX
i��

a
�k
��
i ui�x

�k
��
j � � d�k
������j � f�x

�k
��
j � � j � �� � � � � n� � �

Nach der Cramer�schen Regel gilt f�ur d�k
���

����������

u��x
�k
��
� � � � � un�x

�k
��
� � f�x�k
��

� � � u�k��x�k
��
� �

���
���

���

u��x
�k
��
n
� � � � � un�x

�k
��
n
� � f�x�k
��

n
� � � u�k��x�k
��
n
� �

����������
d�k
�� � �����������������

u��x
�k
��
� � � � � un�x

�k
��
� � �

���
���

���

u��x
�k
��
j � � � � un�x

�k
��
j � ����j

���
���

���

u��x
�k
��
n
� � � � � un�x

�k
��
n
� � ����n
�

�����������������
Dabei haben wir im Z�ahler von der letzten Spalte

�
u�k��x

�k
��
� �� � � � � u�k��x

�k
��
n
� �

�T
subtrahiert� Dies �andert den Wert der Determinante jedoch nicht� da der sub�
trahierte Vektor eine Linearkombination der ersten n� � Spalten ist�

Wir entwickeln beide Determinanten nach der letzten Spalte�

d�k
�� �

n
�P
j��
�f � uk��x�k
��

j �����n
�
jDj

n
�P
j��
����j����n
�
jDj

Dj entsteht aus beiden Determinanten durch Streichen der j�ten Zeile und
der letzten Spalte�

Sei �j � Dj�
	
n
�P
i��

Di



� Dann gilt�

d�k
�� �
n
�X
j��

����j�f � u�k���x
�k
��
j ��j

�
�



Wir zeigen nun� da� die �j alle streng positiv sind� Da U unisolvent� gilt
Dj �� �� j � �� � � � � n� �� Betrachten wir die Unterteilung X�k
��� Dj h�angt

stetig von den x�k
��
i � i �� j ab� Denken wir uns nun x�k
��

j�� in Richtung von

x
�k
��
j verschoben� so n�ahert sich Dj dem Wert von Dj�� stetig an� darf aber

f�ur keinenWert von x
�k
��
j�� verschwinden� Daher m�ussenDj undDj�� gleiches

Vorzeichen haben� woraus folgt� da� alle Di dasselbe Vorzeichen haben� die
�i also streng positiv sind�

Aus der Voraussetzung �a� folgt� da� auch das Vorzeichen von

����j�f � uk��x
�k
��
j � von j unabh�angig ist� Damit gilt nach �b�� �c�

jd�k
��j �
n
�X
j��

j�f � u�k��j�j � jd�k�j
n
�X
j��

�j � jd�k�j �

da
n
�P
j��

�j � ��

�

Wir betrachten nun den Fall der Approximationmit Polynomen n�ten Grades
und untersuchen� wir gut bereits das Interpolationspolynom approximiert�

Satz �
�
� Sei U � Pn� F�ur u 
 U gelte u�xj� � f�xj�� j � �� � � � � n� wobei
die xj aus %a� b& und paarweise verschieden seien�

Dann gilt�
kf � uk � Vn � ��f�

mit

Vn � � � k
nX
j��

j�j�x�k � �j�x� �
nY
j��
i��j

x� xi
xj � xi

�

Beweis� Sei Ln der Operator� der eine Funktion in ihr Interpolationspoly�
nom zur Unterteilung x�� � � � � xn �uberf�uhrt� Wir benutzen die Lagrange�sche

Form des Interpolationspolynoms und erhalten u � Lnf �
nP
j��

f�xj��j� Es

folgt�

�





f � u � f � u� � u� � u

� f � u� � Lnu
� � Lnf �da u� � Lnu

��

� f � u� � Ln�u� � f� �da Ln linear ist� �

Also ist

j�f � u��x�j � j�f � u���x�j�
nX
j��

j�u� � f��xj�j j�j�x�j

� kf � u�k
�
�� � nX

j��

j�j�x�j
�
A

und damit

kf � uk �
�
�� �

������
nX
j��

j�j�x�j
������
�
A ��f� �

Beispiel� %a� b& � %�����&� xj seien die Nullstellen des Tschebysche��
Polynoms Tn
��x� � cos�n� ��t� x � cos t�

xj � cos

�
j � �

�

n� �
�

�
� j � �� � � � � n �

Durch numerisches Rechnen erh�alt man die folgenden Werte f�ur Vn�

n Vn

� ���
�� ���
��� ���

Im f�ur die Praxis interessanten Bereich n � �� vergr�o�ert man den Fehler nur
um einen Faktor kleiner gleich ���� wenn man mit dem Interpolationspolynom
an Tschebysche�stellen approximiert�

�





��� Approximation nach Gau�

Sei H ein unit�arer Raum� Wir benutzen die durch das innere Produkt gege�
bene Norm�

kfk � �f� f����

Seien u�� � � � � un 
 H linear unabh�angig und sei U �� u�� � � � � un �� Die
Approximationsaufgabe lautet dann�

F�ur gegebenes f 
 H wird u� 
 U gesucht mit

kf � u�k � Inf
u�U

kf � uk �

Satz �
�
� u� existiert und ist eindeutig bestimmt�

Beweis� Die Existenz von u� folgt aus Satz ���� Die durch das innere
Produkt induzierte Norm ist strikt� Aus Satz ��� folgt dann die Eindeutigkeit�

Satz �
�
� Es gilt u� �
nP
i��

a�iui� wobei die Koe�zienten a�i durch die Nor�

malgleichungen

���
nX
i��

a�i �ui� uk� � �f� uk� k � �� � � � � n

bestimmt sind�

Beweis� Wir formen die Normalgleichungen etwas um��
uk �

nX
i��

a�iui � f

�
� � k � �� � � � � n

nP
i��

a�iui � f ist also orthogonal zu U � F�ur ein beliebiges u �
nP
i��

aiui gilt�

kf � uk� �
�����f �

nX
i��

aiui

�����
�

�

�����f �
nX
i��

a�iui �
nX
i��

�a�i � ai�u

�����
�

�
	



�

�����f �
nX
i��

a�iui

�����
�

�

�����
nX
i��

�a�iai�ui

�����
�

�
�����f �

nX
i��

a�iui

�����
�

�

Beispiele�

�� H � Cp

Die Basisvektoren u�� � � � � un von U bilden die Matrix A � �u�� � � � � un��
F�ur f 
 Cp f�uhrt die Aufgabe kf �Axk zu minimieren auf ein �uberbe�
stimmtes lineares Gleichungssystem� siehe I���
�

�� H � C%��� �&� U �� �� t� t� �� f�t� � et

kfk �
�
� �Z
��
jf�t�j�dt

�
A

���

�ui� uk� �
�R
��

uiukdt �
�R
��

ti
kdt � �
����i�k
i
k
�

�u�� f� �

�Z
��
� � etdt � e� ��e

�u�� f� �

�Z
��

tetdt � ��e

�u�� f� �

�Z
��

t�etdt � e� ��e

Die Normalgleichungen lauten damit�
B� � � �

�

� �
� �

�
� � �

�

�
CA

�
B� a��
a��
a��

�
CA �

�
B� e� ��e
��e
e� ��e

�
CA

�
�



und f�uhren auf
a�� � ����
��
a�� � �����
�
a�� � ����

�

Es gilt�
max
t�
�����

j�et � a�� � a�� � a��t� a��t
�j � ���	�

�� Die Normalgleichungen vereinfachen sich bedeutend� wenn u�� � � � � un
ein Orthonormalsystem bilden�

�ui� uk� �

�
� i � k
� sonst

Dann gilt einfach

�ui� uk� �

�
� i � k
� sonst

Dann gilt einfach
a�k � �f� uk�

und

u� �
nX
i��

�f� ui�ui �

Die a�k hei�en in diesem Fall verallgemeinerte Fourier�Koe�zienten von
f bez�uglich u�� � � � � un�

�� H � C%�� ��&

�f� g� �
�	R
�
fgdx

uk �
�p
��

eikx k � � � �� �� � � � � �� m �n � �m

�	Z
�

uku�dx �
�

��

�	Z
�

ei�k���xdx �

�
� k � �
� sonst

Hier sind die a�k � �f� uk� die �ublichen Fourier�Koe�zienten�

u� �
nX

k��n
�f� uk�uk �

�

��

nX
k��n

�
� �	Z

�

fe�iktdt

�
A eikx

�
�



hei�t endliche Fourier�Reihe von f � F�ur n�� konvergiert u� in vielen
F�allen gegen f �

�� fu�� � � � � u�mg �
n

�p
�	
� �p

	
cosx� sinmx

o

u��x� �
a�
�
�

mX
k��

�ak cos kx� bk sin kx�

hei�t ebenfalls Fourier�Reihe� Es gilt

ak
bk

�
�
�

�

�	Z
�

�
cos kx
sin kx

�
f�x�dx

Satz �
�
� Seien u�� � � � � un linear unabh�angig� Dann gibt es ein Orthonor�
malsystem v�� � � � � vn mit

� u�� � � � � um ��� v�� � � � � vm � � m � �� � � � � n �

Beweis� Durch das E� Schmidt�sche Orthonormalisierungsverfahren�

�

Sei nun H � C%a� b& und �f� g� �
bR
a
wfgdx mit einer Funktion w� die

�Gewichtsfunktion�� welche stetig und in �a� b� positiv ist� Ist u� � �� u� �
x� � � � � un � xn� so nennt man die vm �orthogonale Polynome� �zu �a� b� und
w��

Satz �
�
� vk hat in �a� b� genau k einfache Nullstellen�

Beweis� x�� � � � � xm seien die Zeichenwechsel von vk in �a� b�� Wir zeigen�
da� m � k gilt�

�
�



Sei q �
mP
i��
�x� xi� 
 Pm� Dann ist f�ur m � k

�q� vk� �

bZ
a

wqvkdx � � �

Die Funktion q � vk hat konstantes Vorzeichen� Also folgt

q � vk � � in �a� b�

und dies ist ein Widerspruch�

�

Bemerkung� Die Nullstellen von vk trennen die Nullstellen von vk
��

Satz �
�
� Es gibt Konstanten 	k� 
k� �k� so da� vk
� � �	kx � 
k�vk �
�kvk���

Beweis� Wir machen den Ansatz� �vk
� � �x � 
k�vk � �kvk��� Die Kon�
stanten werden so bestimmt� da� vk
� orthogonal zu v�� � � � � vk wird� F�ur
� � k � � gilt�

��vk
�� v�� � �xvk� v��� 
k�vk� v��� �k�vk��� v�� � � �

Dies ist automatisch erf�ullt� da xv� 
 Pk���

F�ur � � k � � und � � k erh�alt man die Gleichungen

�xvk� vk���� �k � � � �xvk� vk�� 
k � � �

Es gibt also 
k� �k� so da� �vk
� �� v�� � � � � vk �� vk
� entsteht aus �vk
� durch
Normieren�

�

F�ur die Werte der Koe�zienten 	k� 
k� �k gibt es Tabellen�

�
�



Beispiele� %a� b& � %�����&� F�ur w � � erh�alt man vk � ckPk mit den
Legendre�Polynomen Pk�

P� � � P� � �
�
��x� � �x�

P� � x P	 � �
����x

	 � ��x� � ��
P� � �

�
��x� � ��

Bei einer anderen Wahl von %a� b& und w erh�alt man andere Orthogonalsyste�
me�

%a� b& w Bezeichnung

%�����& � Pk Legendre�Pol�

%�����& �� � x������ Tk Tschebysche��Pol� �� Art

%�����& �� � x����� Uk Tschebysche��Pol� �� Art

%�����& �� � x���� � x�� P
�����
k Jacobi�Polynome

������� e�x
��� Hk Hermite�sche Pol�

����� e�x Lk Laguerre�sche Pol�

�
�



Kapitel 


Numerische Integration und

Di�erentiation

��� Die Formeln von Newton�Cotes

Sei f 
 C%a� b&� Wir wollen das Integral I �
bR
a
f�x�dx numerisch berechnen

und dabei nur Auswertungen von f benutzen� Solche linearen Integrations�
formeln haben die allgemeine Form�

I �
nX

k��

Akf�xk�

mit xk 
 %a�b&� Ak 
 IR�� Die xk hei�en St�utzstellen� die von f unabh�angigen
Ak hei�en Gewichte�

Wir betrachten die geschlossenen Newton�Cotes Formeln� d�h� die Randpunk�
te des Intervalls sind St�utzstellen�

xk � a� k � h � h � b�a
n

k � �� � � � � n

In �
nP

k��
Akf�xk�

Eine M�oglichkeit� die Gewichte Ak zu bestimmen� ist� die Funktion f durch
ihr Interpolationspolynom p zu ersetzen� das an ihrer Stelle integriert wird�

�
�



In der Form von Lagrange lautet p

p�x� �
nX

k��

f�xk��k�x� � �k�x� �
nY
���
���k

x� x�
xk � x�

�

Es folgt

In �

bZ
a

p�x�dx �
nX

k��

bZ
a

�k�x�dxf�xk� �

Ak �

bZ
a

�k�x�dx �

bZ
a

nY
���
���k

x� x�
xk � x�

dx �

Wir substituieren x � ht� a und erhalten

Ak � h

nZ
�

nY
���
���k

t� �

k � �
dt � hak �

F�ur n � � erhalten wir damit die �Trapezregel�

a� �

�Z
�

t� �
�� dt �

�

�
� a� �

�Z
�

tdt �
�

�

I� �
h

�
�f�a� � f�b�� �

b� a

�
�f�a� � f�b�� �

Das Integral wird also durch die Fl�ache eines Trapezes angen�ahert� F�ur n � �
ergibt sich die trotz ihrer Einfachheit relativ genaue Simpson�sche Regel�

a� �
�

�
� a� �

�

�
� a� �

�

�

I� �
h

�

�
f�a� � �f

�
b� a

�

�
� f�b�

�
�

Die folgende Tabelle enth�alt die Koe�zienten aj f�ur n � ��

�
�



n a� a� a� a� a	 Bezeichnung

� � � � �
�
Trapezregel

� � � � � �
�
Simpson�Regel

� � � � � � �
�
Newton�sche �

�
� Regel

� 
 �� �� �� 
 � �
	�

Milne � Regel

F�ur n � 	 k�onnen negative Gewichte auftreten� was aus Rundungsfehler�
gr�unden nicht gut ist� Wie wir sp�ater sehen werden� kann man Formeln
h�oherer Genauigkeit konstruieren� indem man die oben angegebenen Regeln
auf Teilintervalle anwendet�

Beispiel�

I �
�R
�
exdx � e� � � ��
�	�

I� � �
��� � e� � ��	���

I� � �
��� � �e

��� � e� � ��
�	�

I� � �
�
�� � �e��� � �e��� � e� � ��
�	�

Man sieht� da� der �Ubergang von I� nach I� einen gro�en Gewinn an Genau�
igkeit ergibt�

Der folgende Satz gibt eine Absch�atzung f�ur den Fehler jI � Inj�

Satz 

�
� i	 Sei f 
 Cn
�%a� b&� Dann gilt

jI � Inj � hn
�cnmax

a�b�

jf �n
���x�j �

cn �
�

�n� ���

nZ
�

nY
k��

jt� kjdt �

ii	 Sei n gerade und f 
 Cn
�%a� b&� Dann gilt

jI � Inj � hn
�c�n max

a�b�

jf �n
���x�j � c�n �
n

�
cn �

�





Bemerkung� Bei geradem n gewinnt man durch den �Ubergang zu n � �
keine Potenz von h� Die Potenzen von h sind optimal� die Konstanten cn� c�n
k�onnten verbessert werden�

Beweis�

i� Es gilt

I � In �

bZ
a

�f � p��x�dx

und nach Satz V����

�f � p��x� �
w�x�

�n � ���
f �n
�����

mit w�x� �
Qn
k���x� xk�� Also folgt

jI � Inj � �

�n� ���

bZ
a

jw�x�jdx max

a�b�

jf �n
���x�j �

cn ergibt sich aus der Berechnung von
bR
a
jw�x�jdx�

bZ
a

w�x�dx �

bZ
a

nY
k��

jx� xkjdx

� hn
�

nZ
�

nY
k��

jt� kjdt �

ii� F�ur gerades n ist w ungerade bez�uglich der Intervallmitte c � a
b
� � es

gilt also
bZ
a

w�x�dx � � �

�





Damit hat man

bZ
a

�f � p��x�dx �
�

�n� ���

bZ
a

w�x�f �n
�����dx

�
�

�n� ���

bZ
a

w�x�
n
f �n
���c� � �� � c�f �n
�����

o
dx

�
�

�n� ���

bZ
a

w�x��� � c�f �n
�����dx

Wegen j� � cj � b�a
�
� nh

�
gilt

������
bZ
a

�f � p��x�dx

������ � �

�n� ���

bZ
a

jw�x�jdx � nh
�
max

a�b�

jf �n
���x�j

� hn
�cn
nh

�
max

a�b�

jf �n
���x�j

� hn
�c�nmax

a�b�

jf �n
���x�j �

Da das Maximum hoher Ableitungen von f sehr schwer zu bestimmen ist�
sind diese Formeln zur praktischen Absch�atzung des Fehlers unbrauchbar�
Ihr Nutzen liegt in der Information� mit welcher Potenz von h der Fehler
abf�allt und da� er vom Maximum einer h�oheren Ableitung abh�angt�

Wir konstruieren nun Formeln h�oherer Genauigkeit� Gegeben sei wieder eine
�aquidistante Unterteilung xk � a� kh� h � b�a

n
� k � �� � � � � n�

Wir integrieren st�uckweise mit der Trapezregel�

xk��Z
xk

f�x�dx � h

�
�fxk� � f�xk
��� �

I �

xnZ
x�

f�x�dx �
n��X
k��

xk��Z
xk

f�x�dx

�
	



� h

�

n��X
k��

�f�xk� � f�xk
���

�
h

�
�f� � �f� � �f� � � � �� fn�� � fn� �

� Th

mit der Abk�urzung fk �� f�xk��

Diese Formel hei�t zusammengesetzte Trapezregel� F�ur den Fehler gilt�

jI � Thj �
n��X
k��

������
xk��Z
xk

f�x�dx� h

�
�f�xk� � f�xk
���

������
Nach Satz 	�� gilt mit c� �

�
�

�R
�
t��� t�dt � �

���

jI � Thj � �

��

n��X
k��

h� max

xk�xk���

jf ���x�j

� n

��
h�max


a�b�
jf ���x�j

�
b� a

��
h�max


a�b�
jf ���x�j �

F�ur gerades n bilden wir nun analog die zusammengesetzte Simpson�Regel�
indem wir die Simpson�Regel auf jeweils zwei aufeinanderfolgende Teilinter�
valle anwenden und anschlie�end summieren�

I �

bZ
a

f�x�dx �

n
�
��X

k��

x�k��Z
x�k

f�x�dx

� h

�
�f� � �f� � f� � f� � �f� � f	 � � � ��

�
h

�
�f� � �f� � �f� � �f� � �f	 � � � �� �fn�� � �fn�

� Sh

�
�



��� Das Romberg�Verfahren

Das Romberg�Verfahren beruht auf der Trapezregel� Durch Berechnen von
Integrationsformeln mit verschiedener Schrittweite h lassen sich Formeln kon�
struieren� deren Fehler mit einer hohen Potenz von h abf�allt�

F�ur das Integral

I �

bZ
a

f�x�dx

ergibt die Trapezregel�

T��h� �
h

�
�f� � �f� � � � �� �fn�� � fn�

mit

fi �� f�xi� � xi � a� ih � i � �� � � � � n � h �
b� ab

n
�

Wir entwickeln nun T��h� nach Potenzen von h�

Satz 

�
� Sei f 
 C�m
�%a� b&� Dann gilt

T��h� � I � c�h
� � c�h

	 � � � �� cmh
�m �O�h�m
��

mit

ck����k
� B�k

��k��
�f ��k����b�� f ��k����a��

und den Bernoulli�schen Zahlen Bk�

B� �
�



� B� �

�

��
� B� �

�

��
� � � �

Folgerung� f 
 C�m
��IR�� ���periodisch� Dann gilt

a
�	Z
a

f�x�dx � T��h� � O�h�m
�� �

Wenn f sogar 
 C��IR��� so gilt

a
�	Z
a

f�x�dx� T��h�� � schneller als jede Potenz von h �

�	�



Periodische Funktionen lassen sich also �uber die volle Periode au�erordentlich
gut mit der Trapezregel integrieren� Diese vereinfacht sich in diesem Fall zu

T��h� � h
n��X
j��

fj �

Wir konstruieren nun Formeln hoher Genauigkeit f�ur beliebige Funktionen�
Wir bilden dazu

T��h� � I � c�h
� � c�h

	 � � � �� cmh
�m � O�h�m
�� �

T��
h

�
� � I � c��

��h� � c��
�	h	 � � � �� cm�

��mh�m � O�h�m
�� �

Damit ist

��T��
h

�
�� T��h� � ��

� � ��I � c���
�� � ��h	 � � � �� cm��

���m � ��h�m � O�h�m
�� �

I �
�

�� � ���
�T��

h

�
�� T��h��� c�

��� � �
�� � � h

	 � � � �� cm
����m � �
�� � � h�m � O�h�m
�� �

Mit

T��h� ��
�

�� � ���
�T��

h

�
� � T��h��

erhalten wir also

I � T��h� � c��h
	 � � � �� c�mh

�m � O�h�m
�� �

Durch Wiederholen dieses Verfahrens erhalten wir Formeln h�oherer Ordnung�

Sei Tk�h� eine Formel der Ordnung h�k� d�h�

Tk�h� � I � ckh
�k � ck
�h

�k
� � � � �� cmh
�m � O�h�m
�� �

Tk�
h

�
� � I � ck�

��kh�k � � � �� cm�
��mh��m � O�h�m
�� �

Damit wird

��kTk�
h

�
�� Tk�h� �

� ���k � ��I � ck
���
�� � ��h�k
� � � � �� cm��

�k��m�h�m � O�h�m
�� �

�	�



Mit

Tk
��h� ��
�

��k � ���
�kTk�

h

�
�� Tk�h��

gilt also
I � Tk
��h� � O�h�k
�� �

Diese Konstruktion von Formeln h�oherer Ordnung l�a�t sich im sogenannten
Romberg�Schema darstellen�

h T��h� �
h
�

T��
h
�
� T��h�� �

h
	 T��

h
	 � T��

h
� � T��h�� � �

h
� T��

h
� � T��

h
	 � T��

h
� � T	�h�

Die Rekursion schreibt sich am besten in der Form

Tk
��h� � Tk�
h

�
� �

�

��k � ��Tk�
h

�
�� Tk�h�� �

Da Tk�
h
� � und Tk�h� f�ur gro�e k und kleines h jeweils gute N�aherungen f�ur I

sind� tritt beim Bilden der Di�erenz Ausl�oschung auf� Es lohnt im allgemei�
nen nicht� �uber k � 
 hinauszugehen�

Bei der Berechnung von T��
h
� � wird man die schon in T��h� ben�otigten Funk�

tionswerte mitbenutzen� Mit fi
��� � f�xi �
h
� � ist

T��
h

�
� �

h

�
�f� � �f��� � �f� � � � �� �fn���� � fn�

�
h

�
�f� � �f� � �f� � � � �� �fn�� � fn�

�
h

�
�f��� � f��� � � � �� fn�����

�
�

�
T��h� �

h

�
�f��� � f��� � � � �� fn����� �

�	�



Der erste Teil ist bereits bekannt� Nur der zweite Teil mu� noch berechnet
werden�

Beispiel� I �
�R
�
exdx � ��
�	�	�	�	

h T� T� T� T	

� ��	��������
�
�

��
�������� ��
�		
����
�
	

��
�
������ ��
�	��		�� ��
�	�	�
	

�
�

��
����	��� ��
�	�	���� ��
�	�	�	�� ��
�	�	�	��

Die Romberg�Integration wird vor allem in Programmen zur automatischen
Integration benutzt� Sie sind etwa folgenderma�en aufgebaut�

Eingabe� Gew�unschte relative Genauigkeit �� Intervallgrenzen a� b�
ein Unterprogramm zur Auswertung von f � maximale
Anzahl n der Auswertung von f �

Ausgabe� Eine N�aherung �I f�ur das Integral I mit jI � �Ij � �jIj�
Zuverl�assigkeitsindex�

Verfahren�

�� Man berechnet etwa ��
 Spalten des Romberg�Schemas f�ur h � b� a�
�b� a���� � � �

�� Pr�ufung der Genauigkeit in Spalte k� Es gilt

Tk�h� � I � ckh
�k � O�h�k
�� �

Tk�
h

�
� � I � ck�

��kh�k � O�h�k
�� �

Also folgt

Tk�
h

�
�� Tk�h� � ck��

��k � ��h�k � O�h�k
�� �

ckh
�k �

�

���k � ��Tk�
h

�
�� Tk�h�� � O�h�k
��

�	�



� �k�
h

�
� � O�h�k
�� �

Man pr�uft� ob �k�
h
	
� ���k�k�h� �� Falls die Abweichung unter �� liegt�

wird �k als Fehlersch�atzung akzeptiert�

�� Man f�uhrt das Romberg�Schema so lange fort� bis in der Spalte ganz
rechts j�k�h� �j � �jTk�h� j gilt�

Wir m�ussen noch Satz � beweisen� Dazu einige Vorbereitungen� Seien Bk die
Bernoulli�Polynome� d�h�

B� � � �

B�
k � Bk�� �

�Z
�

Bkdx � � � k � �� �� � � � �

Z�B� ist B� � x � ���� B� �
�
�x

� � �
�x � ����� Die Bk � k�Bk��� hei�en

Bernoulli�Zahlen�

Wir leiten einige Eigenschaften Bk her�

�� F�ur k � � ist Bk��� � Bk���� Dies ist klar wegen

Bk����Bk��� �

�Z
�

B�
kdx �

�Z
�

Bk��dx � � f�urk � � �

�� F�ur k � � ist B�k
���� � B�k
� � �� Dazu setzen wir Pk�x� �
����kBk�� � x�� Diese erf�ullen die gleiche Rekursion wir die Bk� Al�
so ist Pk � Bk� woraus die Behauptung folgt�

Satz 

�
� �Euler�sche Summenformel	 Sei g 
 C�m
�%�� n&� n ganz� Dann
gilt

g��� � g��� � � � �� g�n� �� � �
�
g�n��

nZ
�

gdx

� �
nZ
�

B�m
�g
��m
��dx�

mX
i��

B�k
����
�
g��n
���n�� g��k
�����

�
�

�	�



Dabei sind Bk die Funktionen in IR�� welche aus Bk durch periodische Fort�
setzung aus %�� �& mit der Periode � entstehen�

Beweis� Die Eigenschaften der Bk f�uhren zu folgenden Eigenschaften der
Bk � Bk ist stetig f�ur k � �� B�k
���� � B�k
��n� � �� Bk � Bk
� f�ur k � ��
Der Beweis beruht auf zwei verschiedenen Auswertungen von

nZ
�

B�g
�dx �

Einerseits haben wir
nZ
�

B�g
�dx �

n��X
i��

i
�Z
i

B�g
�dx �

n��X
i��

��
�B�gji
�

i �
i
�Z
i

B
�
�gdx


�
�

�
n��X
i��

��
�g�i� �� � g�i�

�
�

i
�Z
i

gdx


�
�

�
�

�
g��� � g��� � � � �� g�n� �� � �

�
g�n��

nZ
�

gdx �

Andererseits gilt

nZ
�

B�g
�dx �

nZ
�

B
�
�gdx � �

nZ
�

B�g
��dx�B�g

�
������
n

�

� �
nZ
�

B
�
�g

��dx�B�g
�
������
n

�

� �
nZ
�

B�g
���dx�B�g

��
������
n

�

�B�g
�jn� �

So fortfahrend erh�alt man schlie�lich
nZ
�

B�g
�dx � �

nZ
�

B�m
�g
��m
��dx

�
h
�B�m
�g

��m
�� �B�m
�g
��m� � � � � B�g

�in
�
�

�	�



Aus dem Vergleich der beiden Darstellungen folgt die Behauptung�

�

Satz � folgt nun durch lineare Transformation des Intervalls %�� b& auf %�� n&�

��� Integration nach Gau�

Wir suchen eine Integrationsformel f�ur das Integral

If �

bZ
a

w�x�f�x�dx

mit einer in �a� b� streng positiven Gewichtsfunktion w� Eine Integrationsfor�
mel der Form

Gnf �
nX
j��

Ajf�xj�

hat die �n freien Parameter Aj und xj� Die Formeln von Newton�Cotes inte�
grieren ein Polynom n�ten Grades exakt� Wir wollen nun fordern� da�

Gnf � If f�ur f 
 P�n�� �

Dies ergibt gerade �n Bedingungen f�ur die �n Parameter� Der folgende Satz
zeigt� da� diese Forderung maximal ist�

Satz 

�
� Es gibt keine Formel Gn� die in P�n exakt ist�

Beweis� Wir nehmen an� Gn sei eine solche Formel� also Gnf � If f�ur
alle f 
 P�n� Dies w�are dann auch richtig f�ur das Polynom

f�x� �
nY
j��

�x� xj�
� �

O�enbar ist aber Gnf � �� If �� ��
�

�	




Zur Konstruktion einer in P�n�� exakten Formel Gn benutzen wir die nach
dem Schmidt�schen Verfahren konstruierten orthonormalen Polynome pn�

bZ
a

wpnpmdx �

�
� m � n
� m �� n

Wir wissen� pn hat in �a� b� genau n einfache Nullstellen�

Satz 

�
� Es gibt Formeln Gn� welche auf P�n��� exakt sind� Die xj sind
die Nullstellen von pn und es gilt

Aj �

bZ
a

w�x�
Y
i��
i��j

�
x� xi
xj � xi

��

dx �

Beweis� Sei Gn die Newton�Cotes Formel zu den Nullstellen x�� � � � � xn
von pn� also

Gnf �
nX
j��

bZ
a

w
Y
i��
i��j

x� xi
xj � xi

dxf�xj� �

Gn ist o�enbar exakt in Pn��� da ja gerade das Interpolationspolynom vom
Grad n� � integriert wird� Ist f 
 P�n��� so schreiben wir

f � qpn � r mit q� r 
 Pn�� �Division mit Rest� �

Dann ist
bZ

a

wfdx �

bZ
a

wqpndx�

bZ
a

wrdx �

Das erste Integral verschwindet wegen der Orthogonalit�atseigenschaften der
pn� Das zweite ist Gnr� weil Gn ja auf Pn�� exakt ist� Also folgt

bZ
a

wfdx � Gnr � Gn�r � qpn� � Gnf �

weil pn an den St�utzstellen von Gn verschwindet�

�	




Also ist Gn exakt in P�n�� und wir m�ussen nur noch die Formel f�ur die
Gewichte best�atigen� Mit

wj �
Y
i��
i��j

x� xi
xj � xi

ist w�
j 
 P�n��� also

bZ
a

ww�
jdx � Gn�w

�
j � �

nX
k��

Akw
�
j �xk� � Aj �

�

Beispiel� %a� b& � %�����&� w � ��
Die xj sind die Nullstellen der Legendre�Polynome pn�

n x� x� x� A� A� A�

� � �

� �
q

�
� �

p
�� � �

� �p�� �
p
�� �

�
�
�

�
�

I �

�Z
��

exdx � ��������

Die Simpson�Regel liefert�
I� � ���
����

Dagegen ist mit gleich vielen Funktionswertungen

G� � �������


�		



��� Numerische Di
erentiation

Sei f 
 Cp
��IR��� Wir interessieren uns f�ur eine N�aherung f�ur f �k����� die
mit Hilfe der Werte f�xj� an den St�utzstellen xj � jh berechnet wird� Der
Satz von Taylor liefert

f�ih� �
pX

���

f ������
�ih��

��
� O�hp
�� �

Wir bilden die Linearkombination

qX
i��q

	if�ih� �
pX

���

f ������
�

��
h�

qX
i��q

i�	i �O�h
p
��

und w�ahlen die 	i so� da�

qX
i��q

i�	i �

�
� � � � k � p
� � sonst

� � � �� � � � � p �

Wir erhalten
�

k�
hkf �k���� �

qX
i��q

	if�ih� � O�h
p
�� �

F�ur �q�� � p�� f�uhrt das Gleichungssystem f�ur die 	i auf eine Vandermonde�
Matrix� ist also eindeutig l�osbar� F�ur �q�� � p�� setzt man einige 	i � ��
bis man wieder eine Vandermonde�Matrix erh�alt�

Wir haben also mit

D
�k�
h f �

k�

hk

qX
i��q

	if�ih� � f �k���� � O�hp
��k�

eine Di�erentiationsformel der Ordnung hp
��k�

Beispiele� k � ��

p � � � q � � � 	�� � � � 	� � �� � 	� � �� �

D
���
h f �

f�h�� f���

h
� f ���� � D

���
h f �O�h� f�ur f 
 C� �

�	�



p � � � q � � � 	�� � ��
�
� 	� � � � 	� �

�

�
�

D
���
h f �

f�h�� f��h�
�h

� f ���� � D
���
h f �O�h�� f�ur f 
 C� �

k � � �

p � � � q � � � 	�� �
�

�
� 	� � �� � 	� �

�

�
�

D
���
h f �

f�h�� �f��� � f��h�
h�

� f ����� � D
���
h f �O�h�� falls f 
 C	 �

��� Der Fehler bei Integration
und Di
erentiation

Sei If �
bR
a
f�x�dx zu berechnen� Steht anstelle von f nur eine N�aherung �f

mit relativem Fehler � �also j�f � �f�j � �jf�x�j� zur Verf�ugung� so kann nur
die N�aherung I �f f�ur If berechnet werden� Es gilt

jIf � �If j �
bZ

a

j�f � �f ��x�jdx � �Ijf j � �����

Falls Ijf j� jIf j die gleiche Gr�o�enordnung haben �z�B� falls f � ��� so haben
jIf� �If j� �jIf j die gleiche Gr�o�enordnung� also �If einen relativen Fehler der
Gr�o�enordnung �� Die Integration ist in diesem Fall also eine gut konditio�
nierte Aufgabe�

Ist aber Ijf j viel gr�o�er als jIf j �z�B� wenn f eine stark oszillierende Funktion
ist�� dann ist der relative Fehler von I �f viel gr�o�er als �� Die Integration ist
dann schlecht konditioniert�

Wir untersuchen nun� ob die Berechnung von f durch eine Integrationsformel
der Ordnung p

Ihf �
nX
j��

Ajf�xj� � jIhf � If j � chp

���



ein gutartiger Algorithmus ist� Es gilt

jIh �f � If j � jIh� �f � f j� j�Ih � I�f j

� �
nX
j��

jAjjjf�xj�j� chp �

Sind nun alle Gewichte Aj positiv� so ist

nX
j��

jAjjjf�xj�j �
nX
j��

Ajjf�xj�j � Ihjf j � Ijf j

und damit n�aherungsweise

jIh �f � If j � �Ijf j� chp � �����

Vergleich mit ����� zeigt� da� hier �Ijf j der unvermeidliche� chp der Algo�
rithmusfehler ist� �Dabei haben wir den bei der Bildung der j�Summe ent�
stehenden Rundungsfehler nicht ber�ucksichtigt� er ist praktisch ohne jede
Bedeutung�� Ist also die Schrittweite h hinreichend klein� etwa

chp � �Ijf j � �����

so ist der Algorithmus gutartig� Dies ist nicht der Fall bei negativen Gewich�
ten� denn dann kann

�
X jAjjjf�xj�j � �Ijf j

sein�

Nun zur Di�erentiation� Im Prinzip k�onnen �f �k���� �falls dies �uberhaupt Sinn
hat� und f �k���� beliebig verschieden sein� Wenden wir trotzdem eine Di�e�
rentiationsformel der Ordnung p � �� k

D
��k�
h f �

k�

hk

qX
i��q

	if�ih� � jD�k�
h f � f �k����j � chp
��k

an� so wird

jD�k�
h
�f � f �k���� � jD�k�

h �
�f � f�j� jD�k�

h f � f �k����j
� �h�ka� chp
��k � �����

a � k�
qX

i��q
j	ijjf�ih�j �

���



Hier kann man nun h nicht gegen Null gehen lassen� weil dabei der Fehler

�uber alle Grenzen w�achst� Es gibt hier ein optimales h � h�� bei welchem der
Fehler minimal wird� Gr�o�enordnungsm�a�ig kann man h� aus der Bedingung
��balancing terms��

�h�ka � chp
��k

bestimmen zu h� � O������
p��� F�ur h � h� ist dann

D
�k�
h
�f � f �k���� � O����k��p
��� �

Ein Fehler � in f f�uhrt also � bei einer Formel der Ordnung p und optimaler
Wahl von h � zu einem Fehler ��� 	 � �� k

p
�
� � in f �k�� Dies bedeutet�

�� Numerische Di�erentiation f�uhrt zu einem Genauigkeitsverlust�

�� Dieser Verlust ist klein �d�h� 	 � �� falls� p � � � k� Insbesondere
h�angt er von der Ordnung der verwendeten Di�erentiationsformel ab�

Beispiel� Berechnung von f ���� �k � ��

Formel p h� �

�
h
�f�h�� f���� � ���� ����

�
�h�f�h�� ��h�� � ���� ����

� ���� �	��


 ���� ����

���



Kapitel �

Gew�ohnliche

Di�erentialgleichungen

��� Anfangswertaufgaben gew�ohnlicher
Di
erentialgleichungen

Es soll eine ganz kurze Einf�uhrung in die Theorie der Anfangswertaufgabe
gew�ohnlicher Di�erentialgleichungen gegeben werden� F�ur eine gr�undliche
Behandlung kann man etwa das Buch W� Walter� Gew�ohnliche Di�erential�
gleichungen� Springer ��
� �Heidelberger Taschenbuch� konsultieren�

Sei D � IR� ein Gebiet und f 
 C�D�� Die Gleichung

y� � f�x� y�

hei�t gew�ohnliche Di�erentialgleichung �� Ordnung� Eine L�osung dieser Dif�
ferentialgleichung ist eine Funktion y 
 C�� so da�

y��x� � f�x� y�x��

gilt� Die Anfangswertaufgabe besteht darin� eine solche L�osung zu �nden�
welche auch noch durch den Punkt �x�� y�� geht� d�h�

y�x�� � y� �

���



Beispiele�

�� Bev�olkerungswachstum�

Sei p�t� die Gr�o�e der Bev�olkerung zur Zeit t� g�t� p� ihre Geburtsrate�
s�t� p� ihre Sterberate� p� sei die Gr�o�e der Bev�olkerung zur Zeit t��

Die Funktion p l�ost o�enbar die Anfangswertaufgabe

(p

p
� g�t� p�� s�t� p� � p�t�� � p� �

�� Lineare Di�erentialgleichung�

y� � p�x�y � q�x� � p� q 
 C�a� b� �

Die L�osung l�a�t sich explizit angeben� Man betrachtet zun�achst die
homogene Di�erentialgleichung �q � ��

y� � p�x�y �

Unter der Annahme y�x� �� � erh�alt man der Reihe nach

y�

y
� p�x� �

d

dx
�n y � p�x� � �ny �

xZ
x�

p�t�dt� �ny�

y � y�e

xR
x�

p�t�dt

�

Die L�osung h�angt also von einem freien Parameter y� ab� welcher o�en�
bar gerade y�x�� ist und durch die Anfangsbedingung festgelegt wird�

F�ur die inhomogene Gleichung �q �� �� macht man nun den Ansatz
y � c�x�yH

mit einer L�osung yH der homogenen Gleichung� Es folgt

y� � c�x�y�H � c��x�yH � c�x�p�x�yH � c��x�yH � p�x�y � c��x�yH �

y ist also L�osung von y� � p�x�y � q�x�� wenn c��x�yH � q�x� gilt� Mit

yH � e

xR
xo

p�x�dt

���



ergibt sich

c��x� � q�x�e
�

xR
x�

p�x�dt

� c�x� � y� �

xZ
x�

q�t�e
�

xR
x�

p�s�ds

dt

mit einer Konstanten c�� und weiter

y �

�
BB�y� �

xZ
x�

q�t�e

tR
x�

p�s�ds

dt

�
CCA e

xR
x�

p�t�dt

� y�e

xR
x�

p�t�dt

�

xZ
x�

q�t�e

xR
t

p�s�ds

dt �

Der erste Term ist eine L�osung der homogenen Gleichung mit Anfangs�
wert y�� der zweite die L�osung der inhomogenen Gleichung mit An�
fangswert ��

�� y� � � � y�� y��� � � hat die L�osung y � tan x� Als stetig di�erenzier�
bare Funktion existiert diese nur f�ur jxj � � �obwohl f�x� y� � � � y�

in C��IR�� ist��

�� y� � y���� y��� � � hat f�ur jedes c � � die L�osung

y�x� �

��
�
�
�
�
�x� c�

����
� x � c

� sonst �

Die L�osung einer Anfangswertaufgabe braucht also nicht eindeutig zu
sein�

Zur Formulierung eines Existenz� und Eindeutigkeitssatzes ben�otigen wir fol�
gende

De�nition �
�
� f 
 C�D� erf�ullt in D eine Lipschitz�Bedingung� wenn es
eine Konstante L gibt mit

jf�x� y�� f�x� z�j � Ljy � zj �

���



wenn nur �x� y�� �x� z� 
 D� f erf�ullt in D eine lokale Lipschitz�Bedingung�
wenn es zu jedem Punkt in D eine Umgebung gibt� in der f eine Lipschitz�
Bedingung erf�ullt�

Satz �
�
� f erf�ulle in D eine lokale Lipschitz�Bedingung und �x�� y�� 
 D�
Dann gibt es eine L�osung y der Anfangswertaufgabe

y� � f�x� y� � y�x�� � y�

mit folgender Eigenschaft� Jede weitere L�osung der Anfangswertaufgabe ist
eine Restriktion von y�

Dabei hei�t eine Funktion y � I � IR eine Restriktion von y � I � R� wenn
I � I und y� y auf I �ubereinstimmen�

Die im Satz genannte Eigenschaft von y bedeutet einmal� da� die L�osungs�
kurve dem Rand von D beliebig nahe kommt� zum anderen� da� die L�osung
eindeutig ist�

��




��� Einschrittverfahren f�ur

Anfangswertaufgaben

Die Anfangswertaufgabe

y� � f�x� y� � y�x�� � y� �����

besitze in einer abgeschlossenen beschr�ankten Umgebung U von x� eine ein�
deutig bestimmte L�osung y� Wir wollen y auf dem Gitter Ih � xk � x� � kh�
k � �� �� � � � berechnen� Dazu ersetzen wir ����� durch die Di�erenzenglei�
chung

�

h
�yk
� � yk� � fh�xk� yk� � k � �� �� � � � �����

mit dem Startwert y� aus ������ Die �Schrittfunktion� fh wird so gew�ahlt�
da� yk eine Approximation f�ur y�xk� ist� Wegen

y�xk
��� y�xk� �

xk��Z
xk

f�x� y�x��dx

mu� dazu

hfh�xk� yk� �
xk��Z
xk

f�x� y�x��dx �����

sein� Die einfachste Weise� ����� zu erf�ullen� ist

fh�xk� yk� � f�xk� yk� �

Das so entstehende Einschrittverfahren

yk
� � yk � hf�xk� yk�

hei�t Verfahren von Euler oder auch Polygonzugverfahren�

Beispiel� y� � � � y�� y��� � �� Euler�Verfahren mit h � ����

k xk yk y�xk�

� ��� ������ ������
� ��� ������ ������
� ��� ������ �����

� ��� ������ ������
� ��� ������ �����	
� ��� ������ ����
�

��




Den �lokalen Diskretisierungsfehler� oder �Abschneidefehler� eines Einschritt�
verfahrens bekommt man� wenn man die exakte L�osung von ����� in �����
einsetzt�

Th�xk
�� �
�

h
�y�xk
��� y�xk��� fh�xk� y�xk�� � xk
� 
 U �

De�nition �
�
� Das Einschrittverfahren �
�
	 hei�t konsistent� falls

lim
h��

max
xk�U

jTh�xk�j � � �

Es hei�t konsistent von der Ordnung p� falls f�ur h� �

max
xk�U

jTh�xk�j � O�hp� �

Beispiele�

�� Euler�Verfahren�

F�ur y� � f�x� y� ist

Th�xk
�� �
�

�
�y�xk
��� y�xk��� f�xk� y�x���

� y��xk� �
h

�
y����xk�� f�xk� y�xk�� � �xk 
 �xk� xk
��

�
h

�
y����xk� �

Also� Ist y 
 C��U�� so ist das Euler�Verfahren konsistent mit der
Ordnung ��

�� Verbessertes Euler�Verfahren�

Nach Trapezregel ist

xk��Z
xk

f�x� y�x��dx �
h

�
ff�xk� y�xk�� � f�xk
�� yk
���g�O�h�� �����

��	



f�ur f 
 C� �also y 
 C��� Weiter ist f�ur y� � f�x� y�

y�xk
�� � y�xk� � hy��xk� � O�h��

� y�xk� � hf�xk� y�xk�� � O�h
�� �

Setzt man dies in ����� ein� so entsteht

�

h

xk��Z
xk

f�x� y�x��dx �
�

�
ff�xk� y�xk�� � f�xk
�� y�xk� � hf�xk� y�xk���g�O�h�� �

Mit der Schrittfunktion

fh�x� y� �
�

�
ff�x� y� � f�x� h� y � hf�x� y��g

hat man also

Th�xk
�� �
�

h
�y�xk
��� y�xk��� fh�xk� y�xk��

�
�

h

xk��Z
xk

y��x�dx� �
h

xk��Z
xk

f�x� y�x��dx�O�h��

� O�h�� �

Also hat man Konsistenz von der Ordnung ��

Beispiel� y� � � � y�� y���� � �� h � ���� Verbessertes Euler�Verfahren�

k xk yk y�xk�

� ��� ������ ������
� ��� ������ ������
� ��� ������ �����

� ��� �����	 ������
� ��� ������ �����	
� ��� ����
� ����
�

Die Verbesserung gegen�uber dem �einfachen� Euler�Verfahren ist o�enkun�
dig�

���



Wir wollen nun systematisch Verfahren hoher Konsistenzordnung herleiten�
Eine vielbenutzte Klasse solcher Verfahren sind die Runge � Kutta � Verfah�
ren� Das Verfahren m�ter Stufe lautet

yk
� � yk � h���f� � � � �� �mfm��xk� yk� �

f��x� y� � f�x� y�

f��x� y� � f�x� 	�h� y � h
��f��x� y��
���

fm�x� y� � f�x� 	mh� y � h%
m�f� � � � �� 
m�m��fm��&�x� y�� �

Man stellt alle Koe�zienten in dem Schema

�
	� 
��
���
	m 
m� � � � 
m��

�� � � � �m

zusammen� Man nimmt �ubrigens immer 	k �
k��P
���


k� an�

���



Beispiele�

m � �
�

�

yk
� � yk � hf�xk� yk�
Euler� p � �

m � �
�
� �

�
�

�
�

yk
� � yk �
h
�
�f�xk� yk��

�f�xk � h� yk � hf�xk� yk���

Verbessertes Euler� p � �

m � �

�
�
�

�
�

�
� � �

�

� � � �
�
�

�
�

�
�

�
�

yk
� � yk �
h
�
�f� � �f� � �f� � f	�

f� � f�xk� yk�

f� � f�xk �
h
� � yk �

h
�f��

f� � f�xk �
h
� � yk �

h
�f��

f	 � f�xk � h� yk � hf��

�Standard� Runge�Kutta� p � � �

m � �

�
�
�

�
�

� �� �
�
�

	
�

�
�

yk
� � yk �
h
� �f� � �f� � �f��

f� � f�xk� yk�

f� � f�xk �
h
� � yk �

h
�f��

f� � f�xk � h � yk � hf� � �hf��

p � �

���



��� Konvergenz von Einschrittverfahren

Vom lokalen Diskretisierungsfehler zu unterscheiden ist der globale Diskreti�
sierungsfehler

Dh�xh� � yk � y�xk� �

De�nition �
�
� Das Einschrittverfahren hei�t konvergent� falls

lim
h��

max
xk�U

jDh�xk�j � � �

Es hei�t konvergent von der Ordnung p� falls

max
xk�U

jDh�xk�j � O�hp� �

Lemma �
�
� Seien q� dk� ak nichtnegative Zahlen mit

dk
� � qdk � ak � k � �� �� � � � �

Dann gilt

dk � qkd� �
k��X
j��

qk�j��aj �

Beweis� Durch vollst�andige Induktion�

Satz �
�
� fh erf�ulle in einer Umgebung D der Kurve �x� y�x��x�U eine
Lipschitz�Bedingung� d�h� es gebe eine von h� x unabh�angige Zahl L � �
mit

jfh�x� z��� fh�x� z��j � Ljz� � z�j �
falls �x� z��� �x� z�� 
 D�

Dann gilt� Solange �xk� yk� 
 D ist� besteht die Absch�atzung

jy�xk�� ykj � �

L

�
eLjxk�x�j � �

�
k
max
j��

jTh�xj�j �

���



Beweis� Aufgrund der De�nition des lokalen Diskretisierungsfehlers haben
wir

y�xk
��� y�xk� � hfh�xk� y�xk�� � hTh�xk
�� �

Das Verfahren lautet
yk
� � yk � hfh�xk� yk� �

Subtraktion der beiden Beziehungen ergibt mit dk � y�xk�� yk

dk
� � dk � h�fh�xk� y�xk��� fh�xk� yk�� � hTh�xk
�� �

Solange �xk� yk� 
 D ist� folgt aus der Lipschitz�Bedingung

jdk
� � dkj � hLjdkj� hjTh�xk
��j
oder

jdk
�j � �� � hL�jdkj� hjTh�xk
��j �
Das Lemma ergibt nun unmittelbar

jdkj � h
k��X
j��

�� � hL�k�j��jTh�xj
��j

� h
k��X
j��

�� � hL�k�j��
k
max
j��

jTh�xj�j �

Die behauptete Absch�atzung ergibt sich durch Aufsummieren der geometri�
schen Reihe�

�

Satz �
�
� Das Einschrittverfahren sei konsistent �von der Ordnung p	 und
fh erf�ulle die Voraussetzung von Satz ������ Dann ist das Verfahren konver�
gent �von der Ordnung p	�

Beweis� D enth�alt einen Streifen f�x� y� � jy � y�x�j � d� x 
 Ug der
Breite �d � �� Man w�ahle h so klein� da� f�ur alle xk 
 U

�

L

�
eL�xk�x�� � �

�
k
max
j��

jTh�xj�j � d �

Dann gilt die Absch�atzung von Satz ����� f�ur alle xh 
 U � und die Konvergenz
�von der Ordnung p� folgt�

���



��� Mehrschrittverfahren

Ein �lineares� m�Schrittverfahren hat die Form �	m �� ��
mX

���

	�yk
� � h
mX
���


�f�xk
� � yk
�� � k � �� �� � � �

yk � yk � k � �� � � � �m� � �
Es ben�otigt also m Startwerte y�� � � � � ym��� Diese k�onnen etwa durch ein Ein�
schrittverfahren gewonnen werden� Gegen�uber den Einschrittverfahren besit�
zen Mehrschrittverfahren den Vorteil� da� sie pro Schritt nur eine Funktions�
wertung �n�amlich f��xk
� � yk
��� � der gr�o�te Index mit 
� �� �� ben�otigen�
Ein Beispiel eines ��Schrittverfahrens ist die Mittelpunktsregel

yk
� � yk � �hf�xk
�� yk
�� �

Ein Einschrittverfahren hei�t explizit� wenn 
m � �� Dann l�a�t sich yk
m
unmittelbar durch yk
m��� � � � � yk ausdr�ucken� Ist 
m �� �� so tritt yk
m auch
auf der rechten Seite auf und man mu� yk
m durch L�osen einer nichtlinearen
Gleichung berechnen� Dies kann iterativ in der Form

	my
�t
��
k
m �

m��X
���

	�yk
� � h
mf�xk
m� y
�t�
k
m�

� h
m��X
���


�f�xk
� � yk
��

geschehen� Wegen

�y
�t
��
k
m

�y
�t�
k
m

� h

m
	m

fy�xk
m� y
�t�
k
m�

gewinnt man bei jedem Iterationsschritt einen Faktor O�h� an Genauigkeit�

Die Iteration konvergiert f�ur kleine h also sehr schnell� Den Startwert y
���
m
k

kann man etwa durch ein explizites Verfahren berechnen� Man kombiniert
also ein explizites mit einem impliziten Verfahren� In diesem Zusammenhang
hei�t das explizite Verfahren Pr�adiktor� das implizite Verfahren Korrektor�
und man spricht von Pr�adiktor � Korrektor � Verfahren�

Im Folgenden werden wir die r�uckw�artsgenommenen Di�erenzen

���



r yk � yk � yk��
r�yk � ryk �ryk�� � yk � �yk�� � yk��
���

rqyk � rrq��yk

benutzen�

Lemma �
�
� Es gilt f�ur q � �

rqyk �
qX

���

�����
�
q
�

�
yk�� � yk�q �

qX
���

�����
�
q
�

�
r�yk �

Beweis� Wir de�nieren auf dem linearen Raum der Folgen y � �yk�k����
�
den linearen Operator

�Ty�k � yk�� �

Die binomische Formel ergibt

�I � T �q �
qX

���

�
q
�

�
�����T � �

Wegen I � T � r� �T �y�k � yk�� ist dies die erste Formel� Die zweite
bekommen wir ganz entsprechend aus

T q � �I �r�q �
qX

���

�
q
�

�
��r�� �

�

Lemma �
�
� Das Polynom p vom Grade � q mit p�xk��� � yk��
� � �� � � � � q ist

p�x� �
qX

���

�����
�
�s
�

�
r�yk � s �

x� xk
h

�

���



Hier sind die Binomialkoe�zienten f�ur reelle s durch�
s
�

�
�
�

��
s�s� �� � � � �s� �� � ��� �

erkl�art�

Beweis� p ist ein Polynom vom Grade � q� denn es ist� �s
�

�
�
�

��
�s� � � �� � � � ��s� 
 P� �

Weiter gilt f�ur � � � � q

p�xk��� �
qX

���

�����
�
�
�

�
r�yk

�
�X

���

�����
�
�
�

�
r�yk

� yk��

nach Lemma ������

�

Zur Aufstellung konkreter Mehrschrittverfahren gibt es grunds�atzlich zwei
M�oglichkeiten�

�a� Integration�

Aus der Di�erentialgleichung folgt durch Integration

y�xk
m� � y�xk
�� �

xk�mZ
xk��

f�x� y�x��dx �

Man ersetzt nun f�x� y�x�� durch das Interpolationspolynom p vom Grade
m an den Stellen xk� � � � � xk
m �implizites Verfahren� oder vom Grade m� �
an den Stellen xk� � � � � xk
m�� �explizite Verfahren� und setzt

yk
m � yk
� �

xk�mZ
xk��

p�x�dx �

��




Als St�utzwerte werden bei der Interpolation die Zahlen fj � f�xj � yj� ge�
nommen� Es ist dann p�x� eine lineare Funktion der Zahlen fj�

Die verschiedenen Verfahren unterscheiden sich durch ihr Integrationsinter�
vall �xk
�� xk
m� und durch die St�utzstellen von p� Wir betrachten folgende
M�oglichkeiten�

Intervall
�xk
m��� xk
m� �xk
m��� xk
m�

St�utzstellen

xk� � � � � xk
m�� Adams�Bashforth Nystr�om explizit

xk� � � � � xm Adams�Moulton Milne�Simpson implizit

Adams�Bashforth�

yk
m � yk
m�� �

xk�mZ
xk�m��

p�x�dx � p�x� �
m��X
���

�����
� �s

�

�
r�fk
m��

� h���fk
m�� � ��r�fk
m�� � � � �� �m��rm��fk
m��� �

�� �
�

h

xk�mZ
xk�m��

�����
�
�s
�

�
dx � s �

x� xk
m��
h

�

� �����
�Z

�

�
�s
�

�
ds �

Adams�Moulton�

yk
m � yk
m�� �

xk�mZ
xk�m��

p�x�dx � p�x� �
mX
���

����
�
�s
�

�
r�fk
m

� h���fk
m � ��r�fk
m � � � �� �mrmfk
m� �

��




�� �
�

h
�����

xk�mZ
xk�m��

� �s
�

�
dx � s �

x� xk
m
h

�

� �����
�Z

��

�
�s
�

�
ds �

Nystr�om�

yk
m � yk
m�� � h���fk
m�� � ��r�fk
m�� � � � �� �m��rm��fk
m��� �

�� � �����

�Z
��

�
�s
�

�
ds �

Milne�Simpson�

yk
m � yk
m�� � h���fk
m � ��r�fk
m � � � �� �mrmfk
m� �

�� � �����
�Z

��

� �s
�

�
ds �

Die �� sind in Tabellen erfa�t �siehe z�B� Henrici� S� �����

� � � � � �

Adams�Bashforth � �
�

�
��

�
�

���
���

Adams�Moulton � ��
� � �

�� � �
�	

��
���

Nystr�om � � �
�

�
�

��
�

Milne�Simpson � �� �
� � � �

��

Als Beispiel f�ur den Gebrauch dieser Tabelle betrachten wir das ��Schritt �
Nystr�om � Verfahren� Mit �� � �� �� � � aus der entsprechenden Zeile der
Tabelle ergibt sich mit m � �

yk
� � yk � �hfk
� �

��	



also gerade die Mittelpunktsregel�

�b� Di�erentiation�

In der Di�erentialgleichung ersetzt man die Ableitung in einem Punkt xk
�
durch die Ableitung des Interpolationspolynoms vom Grade m mit St�utzstel�
len xk� � � � � xk
m und St�utzwerten yk� � � � � yk
m�

p��xk
�� � f�xk
�� yk
�� �

p�x� �
mX
���

�����
�
�s
�

�
r�yk
m � s �

x� xk
m
h

�

Dies ergibt ein Verfahren der Form
mX
���

���m��r�yk
m � hfk
� �

���m�� � h
d

dx
�����

�
�s
�

�
jx�xk��

� ����� d
ds

� �s
�

�
js���m �

O�enbar ist ���m�� � �� Einige ���r �nden sich in folgender Tabelle�

�
� � � �

r

� � �
�

�
�

�
	

� � ��
� ��

� � �
��

� � ��
�

�
�

�
��

Das ��Schritt�Verfahren mit � � � lautet zum Beispiel

r�yk
� � �
�
r�yk
� � hfk
� oder

yk
� � yk � �hfk
� �

also wieder die Mittelpunktsregel�

���



��� Konvergenz von Mehrschrittverfahren

Den lokalen Diskretisierungsfehler eines Mehrschrittverfahrens erkl�art man
wie beim Einschrittverfahren durch

Th�xk
m� �
�

h

mX
���

	�y�xk
���
mX
���


�f�xk
� � y�xk
���

�
�

h

mX
���

	�y�xk
���
mX
���


�y
��xk
��

f�ur die exakte L�osung y� Die De�nition der Konsistenz erfolgt dann w�ortlich
wie beim Einschrittverfahren�

Beispiele�

�� Um die Konsistenzordnung des Adams�Bashforth�Verfahrens zu be�
stimmen� erinnern wir uns an die Herleitung des Verfahrens� Danach
ist

Th�xk
m� �
�

h
�y�xk
m�� y�xk
m����� �

h

xk�mZ
xk�m��

p�x�dx �

wo p das Interpolationspolynom vomGradem�� der Funktion f�x� y�x��
an den St�utzstellen xk� � � � � xk
m�� ist� Nach I���� ist f�ur f 
 Cm

p� f � O�hm� �

so da� wir

Th�xk
m� �
�

h

xk�mZ
xk�m��

�f�x� y�x��� p�x��dx � O�hm�

erhalten� Die Konsistenzordnung ist also �mindestens� m� Ebenso sieht
man� da� die Konsistenzordnung des Nystr�om�Verfahrensm ist� w�ahrend
die Konsistenzordnung der beiden implizitenVerfahren Adams�Moulton
und Milne�Simpson m� � ist�

���



�� yk
� � �� � a�yk
� � ayk �
h
�
���� a�fk
� � �� � a�fk� �

Es ist f�ur y 
 C	

y�xk
�� � y�xk� � �hy��xk� � �
�
��h�y���xk� � �

�
��h�y����xk� � O�h	� �

y��xk
�� � y��xk� � �hy���xk� � �
�
��h�y����xk� � O�h��

und damit

Th�xk
m� � h
	
�

�
� �
�
�� � a�� �

�
��� a�



y���xk�

� h�
	
	



� �


�� � a�� �

�
��� a�



y����xk� � O�h��

� h�
	
�

��
�

a

��



y����xk� � O�h�� �

Wir haben also Konsistenzordnung p � � f�ur a �� ��� sonst p � ��

Wir kommen nun zu einem wichtigen Begri�� Numerische Experimente mit
dem im letzten Beispiel angegebenen Verfahren ergeben befriedigende Resul�
tate f�ur a � � �d�h� Adams�Bashforth mit m � ��� aber unbrauchbare f�ur
a � ��� Die Konsistenzordnung kann also f�ur die Konvergenz nicht� wie bei
den Einschrittverfahren� das einzig Ma�gebende sein� Wir werden sehen� da�
bei Mehrschrittverfahren neben der Konsistenz die Stabilit�at notwendig f�ur
Konsistenz ist�

Sei f�ur 
 
 C
��
� �

mX
���

	�

� � ��
� �

mX
���


�

� �

Die Eigenschaften dieser beiden Polynome werden sich als f�ur die Eigenschaf�
ten des Mehrschrittverfahrens wichtig erweisen�

De�nition �
�
� Ein Mehrtschrittverfahren hei�t stabil� wenn f�ur die Null�
stellen 
 von � folgende Bedingung erf�ullt ist

a	 j
j � �
b	 Ist j
j � �� so ist 
 einfach�

���



Beispiele�

�� Adams�Bashforth�

Es ist ��
� � 
m���
� ��� Nullstellen sind 
 � � ��m� ���fach� und 
 � �
�einfach�� Also ist das Verfahren stabil�

�� Nystr�om�

Es ist ��
� � 
m���
� � ��� Nullstellen sind 
 � � ��m � ���fach� und

 � 
� �jeweils einfach�� Also ist das Verfahren stabil�
�� Das oben genannte Verfahren mit ��
� � 
�����a�
�a � �
�a��
����
Das Verfahren ist stabil genau dann� wenn jaj � �� aber a �� � ist�
Wir benutzen diese Verfahren f�ur y� � �� y�� y��� � �� F�ur die Schrittweite
h � ���� und y� � �� y� � tan�h� ergibt sich

xk yk�a � �� yk�a � �� yk�a � ���� y�xk�

� ��� ������� ������� ������� �������
�� ��� �����
� ������� ������� �����
�
�� ��� ����

� �����	� ����	�� �����
�

� ��
 ��
	��� ��
	��� ��
�
	� ��
	���
	� ��	 ������� ������� ��

�	� �����
�
��� ��� ����


 ����
�
 �����	�� ����
��
��� ��� ���
	�� ������� �
�
���� ���
���
��� ��� ��
��
� ���
��� ����

�	
 ��
�
		

F�ur die instabilen Verfahren mit a � � und a � ��� treten o�enbar Probleme
auf�

De�nition �
�
� Ein Mehrschrittverfahren hei�t konvergent� wenn f�ur alle
Startwerte yk mit limh�� jy�xk�� ykj � �� k � �� � � � �m� �

lim
h��

max
xk�U

jy�xk�� ykj � �

���



gilt� Es hei�t konvergent von der Ordnung p� wenn aus y�xk�� yk � O�hp� �
k � �� � � � �m� �

max
xk�U

jy�xk�� ykj � O�hp�

folgt�

Wir wollen zeigen� da� Konvergenz gleichbedeutend ist mit Konsistenz und
Stabilit�at� Dazu ben�otigen wir einige einfache Tatsachen �uber Di�erenzen�
gleichungen�

Unter einer linearen Di�erentialgleichung mit konstanten Koe�zienten ver�
steht man eine Gleichung der Form

mX
���

	�zk
� � ck � k � �� �� � � � �

Die Gleichung hei�t homogen� falls ck � �� andernfalls inhomogen� F�ur die
L�osung der homogenen Gleichung macht man den Ansatz zk � 
k� Dies ist
eine L�osung� wenn

mX
���

	�

k
� � 
k��
� � � � k � �� �� � � � �

d�h� wenn ��
� � � ist� Ist 
 eine zweifache Nullstelle von �� so ist ���
� � �
und damit auch

mX
���

	��k � ��
k
� � 
k
�
k

mX
���

	�

� �

mX
���

	��

�

�

� 
kfk��
� � ���
�g � � �

d�h� es ist auch zk � k
k L�osung� Genau so sieht man� da� im Falle einer
r�fachen Wurzel 
 die Folgen zk � 
k� zk � k
k� � � � � zk � kr��
k L�osungen
sind� Damit hat man aber auch schon alle L�osungen der homogenen Di�e�
rentialgleichungen gefunden�

Satz �
�
� Seien 
�� � � � � 
n die Nullstellen von � mit den Vielfachheiten
r�� � � � � rn� Dann sind


kj � k
kj � � � � � k
rj��
kj � j � �� � � � � n

���



m � r� � � � �� rn L�osungen der homogenen Di�erenzengleichung� Jede wei�
tere L�osung zk ist eine Linearkombination dieser L�osungen� d�h� es gilt mit
Konstanten ajr

zk �
nX
j��

rj��X
r��

ajrk
r
kj �

Die arj sind eindeutig bestimmt�

Beweis� Sei 	m � �� Die Di�erenzengleichung kann dann in der Form

Zk
� � AZk � Zk �

�
���
zk
���
zk
m��

�
��� � A �

�
��������������

� � � � � � �
� � � � � � � �

� � � � � �
� � � � � �

� � � � � �

� � �
�	� �	� � � � �	m��

�
��������������

geschrieben werden�

Dann ist also Dk � AkD�� Ist J � X��AX die Jordan�sche Normalform� so
ist

Dk � X��JkXD� �

In unserem Fall haben die Jordan�K�astchen J�� � � � � Jn zu den Eigenwerten

�� � � � � 
n die Dimensionen r�� � � � � rn� vergleiche �Ubungsaufgabe �� Die Po�
tenzen von J� haben wir schon in 
�� ausgerechnet� wir fanden

Jk� � 
k� �A� � kA� � � � �� kr���Ar����

mit gewissen Matrizen Aj� die noch von 
� abh�angen� Dk ist also wirklich als
Linearkombination der genannten Ausdr�ucke darstellbar�

�

Als wichtige Folgerung aus Satz IX���� haben wir�

���



Satz �
�
� Ein Mehrschrittverfahren ist genau dann stabil� wenn alle L�osun�
gen der Di�erenzengleichung

mX
���

	�zk
� � � � k � �� �� � � �

f�ur k �� beschr�ankt bleiben�

Satz �
�
� Sei A eine �m�m��Matrix und ��A� ihr Spektralradius� Alle Ei�
genwerte von A mit Betrag ��A� seien algebraisch einfach� Dann gibt es eine
Vektornorm k k� so da� kAk � ��A��

Beweis� Seien 
�� � � � � 
r die Eigenwerte von A mit j
ij � ��A�� Dann gibt
es eine Matrix X� so da�

X��AX �

�
BBBB�

�

� � � O

r

O B

�
CCCCA �

wo die �m� r�m� r��Matrix B nur noch die Eigenwerte mit Betrag � ��A�
hat� Nach Satz ����� gibt es eine Norm k km�r in Cm�r mit kBkm�r � ��A��
F�uhren wir nun in Cm die Norm�����

�
xr
xm�r

������ � maxfkxrk�� kxm�rkm�rg
ein� so leistet die Norm kX��xk das Gew�unschte�

�

Satz �
�
� f erf�ulle in einer Umgebung D der Kurve �x� y�x��x�U eine Lipschitz�
Bedingung�

Das Mehrschrittverfahren sei stabil� Dann gibt es Konstanten C�� C�� h� � ��
so da� f�ur h � h�

jy�xk�� ykj � C�e
C��xk�x��

�
m��
max
k��

jy�xk�� ykj� k
max
j�m

jTh�xj�j
 
�

solange �xk� yk� 
 D�

���



Beweis� Nach De�nition des lokalen Diskretisierungsfehlers ist

mX
���

	�y�xk
�� � h
mX
���


�f�xk
� � y�xk
��� � hTh�xk
m� �

und das Verfahren lautet

mX
���

	�yk
� � h
mX
���


�f�xk
� � yk
�� �

Substraktion ergibt mit dk � y�xk�� yk

mX
���

	�dk
� � h
mX
���


��f�xk
� � y�xk
���� f�xk
� � yk
�� � hTh�xk
m�

� hck �

Mit Hilfe der Matrizen und Vektoren �	m � ��

A �

�
��������

� � � �
� � � � � � � �
���
� � � � � �
�	� �	� � � � �	m��

�
��������
� Dk �

�
���
dk
���
dk
m��

�
��� � B �

�
�����
�
���
�
�

�
�����

k�onnen wir dies auch in der Form

Dk
� � ADk � hckB

schreiben� A hat ��
� als charakteristisches Polynom� Nach Satz ����� gibt
es also eine Vektornorm k k� so da� kAk � ��

kDk
�k � kDkk� hjckjkBk �

Solange �xk� yk� 
 D gilt� haben wir

jckj � L
mX
���

j
�jjdk
� j� jTh�xk
m�j � K�kDkk�jTh�xk
m�j

��




mit einer geeigneten Konstanten K� F�ur hkBkK � � ist also

kDk
�k � qkDkk� hak �

q � �� � hkBkK����� hkBkK� � ak � jTh�xk
m�jkBk���� hkBkK� �
Nach Lemma ��� folgt

kDkk � qkkD�k� h
k��X
j��

qk�j��aj �

Nun benutzen wir die Ungleichung

� � x

� � x
� � � �x � � � x � �

�
�

Dann wird f�ur hkBkK � ��� q � � � �hkBkK und damit

qk �
	
� � �kBkKxk � x�

k


k
� e	kBkK�xk�x�� �

F�ur Dk ergibt sich nun durch Aufsummieren der geometrischen Reihe

kDkk � qkkD�k� h
qk � �
q � �

k��
max
j��

aj

� e	kBkK�xk�x��
	
kD�k� �

�K

k��
max
j��

jTh�xj
m�j


�

Da in IRm alle Normen �aquivalent sind� folgt die behauptete Ungleichung�

�

Hieraus folgt wie in x� sofort

Satz �
�
� f erf�ulle die Voraussetzungen von Satz �� Ist das Mehrschritt�
verfahren stabil und konsistent �von der Ordnung p	� so ist das Verfahren
konvergent �von der Ordnung p	�

Da� Stabilit�at notwendig ist f�ur Konvergenz� folgt leicht aus dem Verhalten
der L�osungen von Di�erenzengleichungen�

��




Satz �
�
� Ist ein Mehrschrittverfahren konvergent f�ur y� � �� y��� � �� so
ist es stabil�

Beweis� Sei 
 eine Wurzel von � der Vielfachheit r� Wir geben die An�
fangswerte

yk � kr��
kh � k � �� � � � �m� � �
vor� Das Verfahren lautet

mX
���

	�yk
� � � � k � �� �� � � � � yk � yk � k � �� � � � �m� � �

Nach Satz ����� ist

yk � kr��
k��h� � k � �� �� � � � �

Wir lassen nun h � � und k � � so streben� da� xk � hk � x � �� Dann
mu� wegen der vorausgesetzten Konvergenz yk � � streben� Also folgt

lim
k��

	
x

k



kr��
k � � �

Dies ist nur m�oglich� wenn j
j � � und r � � f�ur j
j � ��
�

��	



��	 Konsistenz und Stabilit�at von

Mehrschrittverfahren

Vom vorhergehenden Paragraphen ist es klar� da� man nur mit stabilen Ver�
fahren arbeiten kann� Aus E�zienzgr�unden m�ochte man Verfahren m�oglichst
hoher Konsistenzordnung verwenden� Ungl�ucklicherweise beschr�ankt die For�
derung nach Stabilit�at die an und f�ur sich m�ogliche Konsistenzordnung�

Satz �
�
� Sei ��
� � ��
�
�n


���
�� Das Mehrschrittverfahren ist genau dann
konsistent� wenn ���� � �� Es ist genau dann konsistent von der Ordnung p�
wenn � bei 
 � � eine Nullstelle der Ordnung p hat�

Beweis� F�ur y 
 Cp
� ist

y�xk
�� � y�xk� � �hy��xk� � � � �� ��h�p

p� y�p��xk� � O�hp
��

y��xk
�� � y��xk� � �hy���xk� � � � �� ��h�p��

�p���� y
�p��xk� � O�hp� �

Dies ergibt f�ur den lokalen Diskretisierungsfehler

Th�xk
m� �
�

h

mX
���

	�y�xk
�� �
mX
���


�y
��xk
��

�
�

h
C�y�xk� � C�y

��xk� � � � �� hp��Cpy
�p��xk� � O�h

p� �

C� �
mP
���

	� �

C� �
mP
���

�	� �
mP
���


� �

���

Cp � �
p�

mP
���

�p	� � �
�p����

mP
���

�p��
� �

Sei nun

��z� � ��ez� �
�

z

mX
���

	�e
�z �

mX
���


�e
�z �

���



Die Potenzreihe um z � � f�ur e�z ergibt f�ur z � �

��z� �
�

z

mX
���

	�

pX
���

��z��

��
�

mX
���


�

p��X
���

��z��

��
� O�zp�

�
�

z
C� � C� � � � �� zp��Cp �O�z

p� �

Nun gilt�
� hat p�fache Nullstelle bei 
 � �

� � hat p�fache Nullstelle bei z � �
� C� � C� � � � � � Cp � �
� Th�xk
m� � O�hp� f�ur alle y 
 Cp
� �

Dies erledigt den Fall der Konsistenzordnung p� Konsistenz schlechthin ist
gleichbedeutend mit C� � C� � �� d�h� mit ���� � � und damit ���� � ��

�

Nach dem Satz stellt Konsistenz der Ordnung p p � � Bedingungen an
die �m � � �nach Normierung etwa auf 	m � �� Koe�zienten eines m�
Schrittverfahrens� Man erwartet also� da� man die Konsistenzordnung �m
erzielen kann� Dies ist auch der Fall� aber leider nutzlos� wie man an dem
folgenden Satz sieht�

Satz �
�
� Ist ein m�Schrittverfahren stabil� so ist seine Konsistenzordnung
h�ochstens m� � f�ur m ungerade und m� � f�ur m gerade�

Beweis� Zun�achst einige Vorbemerkungen�

�i� Die gebrochen lineare Transformation w � z��
z
� bildet den Einheitskreis

der z�Ebene auf die linke Halbebene der w�Ebene ab� Denn linear gebroche�
ne Abbildungen bilden Kreise auf Kreise ab� Da ein Kreis durch � Punkte
eindeutig bestimmt ist� geht der Einheitskreis mit den Punkten �� i� �� in
die imagin�are Achse mit den Punkten �� i�� �uber� Das Innere des Einheits�
kreises mu� dabei in die linke Halbebene �ubergehen� weil � in �� �ubergeht�

�ii� Die Koe�zienten eines reellen Polynoms� dessen Wurzeln nur Realteile
� � haben� haben alle das gleiche Vorzeichen�

���



Denn ist r ein solches Polynom und sind x� die reellen und x� 
 iy� die
konjugierten komplexen Wurzeln� so ist

r�z� � a
Y
�

�z � x��
Y
�

��z � x��
� � y���

und die Behauptung folgt durch Ausmultiplizieren�

�iii� Die Koe�zienten c�� in

z

�n�
z
��z

� c� � c�z
� � c	z

	 � � � �

sind negativ f�ur � � � �siehe Henrici� S� �����

Nun zumBeweis des Satzes� Seien �� � die Polynome eines stabilen Verfahrens
der Konsistenzordnung p� Wir setzen

r�w� �
	
� �w

�


m
�
	
� � w

�� w



� s�w� �

	
�� w

�


m
�
	
� � w

�� w



�

Dann hat nach �i� und wegen der Stabilit�at r bei w � � eine einfache Null�
stelle und sonst nur Nullstellen mit negativem Realteil� Nach �ii� ist r also
von der Form

r�w� � a�w � a�w
� � � � �� amw

m

mit a� �� �� und a� hat das Vorzeichen von a�� � � �� � � � �m� Sei nun weiter

f�w� �
	
�� w

�


m
�
	
� � w

� � w



� ��z� �

��z�

�nz
� ��z� �

Nach Satz ��
�� ist die Ordnung p der Nullstelle von f bei � gleich der Kon�
sistenzordnung des Verfahrens� O�enbar ist

f�w� �
r�w�

�n�
w
��w

� s�w�

� b� � b�w � � � �� bp��wp�� � � � �� s�w� �

Da s ein Polynom vom Grade m ist� kann f nur dann eine Nullstelle der
Ordnung p bei � haben� wenn

bm
� � bm
� � � � � � bp�� � �

���



ist� F�ur m� � � p � � ist diese Bedingung leer� Es ist dann p � m� � und
der Satz richtig�

Wir berechnen nun die b�� Es ist nach �iii�

b� � b�w � � � � �
w

�n�
w
��w

r�w�

w

� �c� � c�w
� � c	w

	 � � � ���a� � a�w � � � �� amw
m���

mit c�� � �� � � �� Ausmultiplikation und Koe�zientenvergleich f�ur die
geraden Potenzen ergibt

b�� � c�a��
� � c�a���� � � � �� c��a� �

wobei wir a� � � f�ur � � m gesetzt haben� Nun unterschreiben wir zwei
F�alle�

�a� m ungerade� Wir setzen �� � m� � und bekommen

bm
� � c�am
� � c�am � � � �� cm
�a� �

Es ist am
� � �� c�� � �� die a� haben alle das gleiche Vorzeichen� und
a� �� �� Also folgt bm
� �� �� d�h� es mu� p� � � m� � oder p � m� �
sein�

�b� m gerade� Wir setzen �� � m� � und bekommen

bm
� � c�am
� � c�am
� � c	am�� � � � �� cm
�a� �

Wie oben folgt bm
� �� �� d�h� es mu� p� � � m� � oder p � m� � sein�

�

De�nition �
�
� Ein m�Schrittverfahren hei�t optimal� wenn seine Konsi�
stenzordnung m� � ist f�ur m ungerade und m� � f�ur m gerade�

Beispiele�

�� Die Verfahren von Adams�Moulton und Milne�Simpson haben die Kon�
sistenzordnung m� � und sind daher f�ur ungerades m optimal�

���



�� Das Milne�Simpson�Verfahren f�ur m � �� d�h�

yk
� � yk � h��fk
� � �rfk
� �
�

�
r�fk
��

ist identisch zu dem Verfahren f�ur m � �� Es hat also die Konsistenz�
ordnung � � � � � und ist daher optimal� Dagegen hat die Mittel�
punktsregel

yk
� � yk � �hfk
�

nur die Konsistenzordnung � und ist also nicht optimal�

���



Kapitel �


Numerik partieller

Di�erentialgleichungen

���� Anfangswertaufgaben partieller
Di
erentialgleichungen

Treten in einer Di�erentialgleichung Ableitungen nach mehr als einer Varia�
blen auf� so spricht man von partieller Di�erentialgleichung� Bei den Anfangs�
wertaufgaben spielt eine dieser Variablen die Rolle der Zeit� Wir bezeichnen
sie daher mit t�

Wir betrachten die partielle Di�erentialgleichung

ut � Au in %a� b&� %����

f�ur die vektorwertige Funktion u � �u�� � � � � um�T � ui � ui�x� t�� A ist der
Di�erentialausdruck r�ter Ordnung

Au �
rX

���

A��x�
��

�x�
u

der Ordnung r mit �m�m��Matrizen A�x�� Zur eindeutigen Festlegung von u
geh�ort noch eine Anfangsbedingung

u�x� �� � u��x� � a � x � b

���



und unter Umst�anden� in Abh�angigkeit von A� Randbedingungen am Rande
von %a� b&� also Bedingungen f�ur die Funktion

u�a� t� � u�b� t� � t � � �

Dies ist die Anfangswertaufgabe oder auch Anfangsrandwertaufgabe�

Beispiele�

�� ut � ux � x 
 IR��

Die Gleichung verlangt� da� u entlang der Geraden t� x � C konstant ist�
Also ist

u�x� t� � u�x� t� �� � u��x� t�

die L�osung der Anfangswertaufgabe�

�� ut � Duxx� � � x � �� Dies ist die W�armeleitungs� oder Di�usions�
gleichung� Sie beschreibt die Temperatur u�x� t� eines Stabes der L�ange � an
der Stelle x zur Zeit t� u��x� ist demgem�a� die Temperatur zur Zeit �� Als
Randbedingungen kommen z�B� in Frage

u��� t� � u��� t� � � �Enden gek�uhlt�

ux��� t� � ux��� t� � � �Enden w�armeisoliert��

Die exakte L�osung f�ur die ersten Randbedingungen ist

u�x� t� �
�P
���
$u� sin���x�e�	

���tD �

$u� � �
�R
�
u��x� sin ��xdx �

vgl� Satz ��
���

�� utt � c�uxx� � � x � �� Dies ist die Wellengleichung� Sie beschreibt
die Auslenkung u�x� t� zur Zeit t an der Stelle x einer schwingenden Saite
der L�ange �� Zur eindeutigen Festlegung von u braucht man demgem�a� die
Auslenkung zur Zeit � sowie die Geschwindigkeit zur Zeit �� also

u�x� �� � u��x� � ut�x� �� � u��x� �

���



Als Randbedingung tritt etwa auf

u��� t� � u��� t� � � �Enden fest eingespannt� �

Die exakte L�osung unter diesen Randbedingungen ist

u�x� t� �
�X
���

�$u�� cos�c��t� � $u�� sin�c��t�� sin ��x �

$u� � �
Z �

�
u��x� sin���x�dx �

$u� �
�

c��

�Z
�

u��x� sin���x�dx � � � � �

Man kann dieses Problem in unser Schema einordnen� wenn man v� � ux�
v� � ut setzt� Man erh�alt dann das System�

v�
v�

�
t

�

�
� �
c� �

� �
v�
v�

�
x

�

�
v�
v�

�
�x� �� �

�
u��x�
u��x�

�
�

�� Allgemeiner betrachten wir das hyperbolische System �� Ordnung

ut �Aux � � � u �

�
BB�

u�
���
um

�
CCA

mit einer konstanten �m�m��Matrix A� welche m verschieden reelle Eigen�
werte 
�� � � � � 
m hat� Dann ist A � Y ��JY mit

J �

�
BB�

�

� � �


m

�
CCA � Y �

�
BB�

y�
���
ym

�
CCA � yi�A� 
iI� � � �

Mit v � Y u entsteht
vt � Jvx � � �

Dies ist ein zerfallendes System von m Di�erentialgleichungen

�

�t
vi � 
i

�

�x
vi � � �

��




Entlang der Geraden x � 
it� C ist vi konstant� denn es ist

d

dt
vi�x� t� �

�

�t
vi�x� t� � 
i

�

�x
vi�x� t� � � �

Die L�osung der Anfangswertaufgabe ist nun wie in Beispiel � m�oglich� F�ur
jeden Punkt �x�� t�� der x�ten Ebene bestimmt man die Gerade x � 
it��C�
welche durch diesen Punkt geht �es ist diejenige mit x� � 
it��C� und sucht
deren Schnittpunkt mit t � � �dies ist in x � C � x� � 
it��� Dann ist

vi�x�� t�� � vi�x� � 
it�� ��

und dies ist aus der Anfangsbedingung bekannt�

Die Geraden x � 
it�C nennt man Charakteristiken� Man sieht� da� u�x�� t��
nur von den Anfangswerten u��x�� 
it��� i � �� � � � �m abh�angt� Man nennt
daher das Intervall %min�x� � 
it���max�x� � 
it��& das Abh�angigkeitsgebiet
von �x�� t���

F�ur die Wellengleichung haben wir A �

�
� �
c� �

�
und damit 
��� � 
c�

Die Charakteristiken sind also Geraden mit der Steigung 
�
c
� Das Abh�angig�

keitsgebiet von �x�� t�� ist %x�� ct�� x�� ct�&� Eine St�orung� die zur Zeit � bei
x� ist� hat also zur Zeit t� � �x� � x���c den Punkt x� erreicht� c hat also
die Bedeutung einer Ausbreitungsgeschwindigkeit�

��




���� Einfachste Di
erenzenverfahren

Wir beginnen mit der Anfangswertaufgabe der W�armeleitungsgleichung�

ut � uxx � � � x � �
u�x� �� � u��x� �

u�t� �� � u�t� �� � � � t � � �
Wir f�uhren ein Gitter

t� � �#t � � � �� �� � � � � xk � kh � k � �� � � � � n � h �
�

n

ein und suchen f�ur uk� t�� eine N�aherung uk��� welche die der Di�erentialglei�
chung analoge Di�erenzengleichung

�

#t
�uk��
� � uk��� �

�

h�
�uk
��� � �uk�� � uk����� �

k � �� � � � � n� � � � � �� �� � � �

erf�ullt� Dazu kommen noch die Anfangs� und Randbedingungen

uk� � u��xk� � k � �� � � � � n

u�� � un� � � � � � �� �� � � � �

Die Di�erenzengleichungen k�onnen nach uk��
� aufgel�ost werden� Mit

 � #t�h� gilt

uk��
� � 
�uk
��� � uk����� � ��� �
�uk�� �
Sind also die Werte f�ur die Zeit t� bekannt� so kann man sie f�ur die Zeit t�
�

berechnen� F�ur t� sind sie durch die Anfangswertbedingungen gegeben�

Als Beispiel f�uhren wir die Rechnung durch f�ur die Anfangswerte

uk�� �

�
� � k � K � K � �
� � sonst �

Dies entspricht einem Stab� der zur Zeit � in %xK� xK
�& erhitzt und sonst
�uberall kalt ist� Die Rechnung mu� also die zeitliche Entwicklung eines sol�
chen �hot spot� zeigen�

��	



�a� 
 � �
�
� d�h� uk��
� �

�
�
�uk
��� � uk������

� � � �
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

� � � �
	

�
	

�
�

�
�

�
	

�
	

� � � �
�

�
�

�
�

�
�

� � � � �

K K � �

�b� 
 � �� d�h� uk��
� � uk
��� � uk���� � uk��

� � � � �� � �� �� � �� �

� � � � �� � � �� �

� � � � � � �

� � � � �

K K � �

W�ahrend �a� plausibel erscheint� ist �b� o�enbar Unsinn� Wir sehen� da� der
Erfolg der Rechnung ganz entscheiden von 
 abh�angt�

Als weiteres Beispiel betrachten wir das Anfangswertproblem der Wellenglei�
chung

utt � uxx � � � x � �
u�x� �� � u��x� �

ut�x� �� � u��x� �

u��� t� � u��� t� � � �

Die Di�erentialgleichung wird im Punkt �xk� t�� durch die Di�erenzenglei�
chung

�

�#t��
�uk��
� � �uk�� � uk����� �

�

�#x��
�uk
��� � �uk�� � uk����

ersetzt� Der Fehler dieser Diskretisierung ist O��#t�� � �#x���� Um diese
Fehlerordnung auch bei der Diskretisierung von ut � u� zu haben� f�uhrt man

���



ein Zeitniveau t�� ein und kann dann

�

#t
�uk�� � uk���� � u��xk� �

uk�� � u��xk�

setzen� Die Di�erenzengleichung wird dann f�ur � � �� �� � � � benutzt� Man
kann sie nach uk��
� au��osen und erh�alt

uk��
� � �uk
��� � uk����� � ��� � 
�uk�� � uk���� �

Das Zeitniveau �� wird in der Gleichung f�ur � � � durch die Anfangsbedin�
gung eliminiert� die entstehende Gleichung kann nach uk�� aufgel�ost werden�

Schlie�lich betrachten wir noch die Anfangswertaufgabe

ut � ux � x 
 IR�

u�x� �� � u��x� �

Es sind hier drei Di�erenzenverfahren gleicherma�en nat�urlich�
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Au��osen nach uk��
� ergibt mit 
 � #t�#x

�a� uk��
� � �� � 
�uk�� � 
uk����

�b� uk��
� � �� � 
�uk�� � 
uk
���

�c� uk��
� � uk��� �


� �uk
��� � uk������

Wir werden sehen� da� sich diese Verfahren vollkommen unterschiedlich ver�
halten�
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